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RESUMEN

Este libro presenta un modelo geomeétrico para visualizar objetos
en la quinta dimension, especificamente hipersuperficies
hipercilindricas e hiperparabdlicas, utilizando el software
Mathematica. La obra guia al lector desde los fundamentos de
la geometria analitica en el plano cartesiano hasta las técnicas
avanzadas de inmersion que permiten proyectar objetos
pentadimensionales en el espacio tridimensional. A través del
estudio sistematico de curvas parameétricas, superficies basicas
y propiedades estructurales del hipercilindro y el hiperparaboloide
en 4Dy 50, el autor demuestra como la computacion simbalica y
la visualizacion interactiva transforman nuestra capacidad para
comprender estructuras que trascienden la intuicion espacial
tridimensional. La obra constituye una contribucién significativa
al campo de la geometria computacional y ofrece herramientas
practicas para investigadores y estudiantes interesados en
dimensiones superiores.

Palabras clave:
geometria  pentadimensional; inmersion; hipersuperficies;
Mathematica; visualizacion geométrica.



ABSTRACT

This book presents a geometric model for visualizing objects in the
fifth dimension, specifically hypercylindrical and hyperparabolic
hypersurfaces, using the Mathematica software. The work guides the
reader from the fundamentals of analytic geometry in the Cartesian
plane to the advanced immersion techniques that allow projecting
pentadimensional objects into three-dimensional space. Through the
systematic study of parametric curves, basic surfaces, and structural
properties of the hypercylinder and the hyperparaboloid in 4D and 50,
the author demonstrates how symbolic computation and interactive
visualization transform our capacity to understand structures that
transcend three-dimensional spatial intuition. The work constitutes
a significant contribution to the field of computational geometry and
offers practical tools for researchers and students interested in higher
dimensions.

Keywords:
pentadimensional geometry; immersion; hypersurfaces; Mathematica;
geometric visualization.

RESUMO

Este livro apresenta um modelo geométrico para visualizar objetos na
quinta dimensao, especificamente hipersuperficies hipercilindricas
e hiperparabdlicas, utilizando o software Mathematica. A obra guia o
leitor desde os fundamentos da geometria analitica no plano cartesiano
até as técnicas avancadas de imersao que permitem projetar objetos
pentadimensionais no espaco tridimensional. Por meio do estudo
sistematico de curvas parameétricas, superficies basicas e propriedades
estruturais do hipercilindro e do hiperparaboloide em 4D e 50, o autor
demonstra como a computagao simbdlica e a visualizacdo interativa
transformam nossa capacidade de compreender estruturas que
transcendem a intuigdo espacial tridimensional. A obra constitui uma
contribuicao significativa para o campo da geometria computacional
e oferece ferramentas praticas para pesquisadores e estudantes
interessados em dimensoes superiores.

Palavras-chave:
geometria pentadimensional; imersao; hipersuperficies; Mathematica;
visualizagao geométrica.
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Introduccion

La geometria analitica, esa disciplina fundacional que arti-
cula el algebra yla geometria mediante el método de las coordena-
das, ha sido durante siglos el lenguaje a través del cual la humani-
dad ha logrado describir y comprender las formas del espacio que
habita. Desde los primeros desarrollos de René Descartes hasta
las sofisticadas aplicaciones contemporaneas, este campo del
conocimiento ha evolucionado de manera constante, ampliando
sus horizontes mas alla de los limites que la intuicion sensorial
impone. El lector tiene ahora en sus manos una obra que se inscri-
be en esta tradicion de expansion conceptual, pero que al mismo
tiempo representa un salto cualitativo al adentrarse en territo-
rios que, hasta hace pocas décadas, permanecian reservados ex-

clusivamente al ambito de la abstraccion matematica mas pura.

El presente libro, fruto de la investigacion doctoral de Ji-
ménez Vilcherrez, constituye una contribucion significativa al
estudio de los objetos geométricos inmersos en espacios de di-
mensionalidad superior, particularmente en la cuarta y quinta
dimensiones. La obra conduce al lector desde los fundamentos
mas elementales de la representacion geométrica hasta la cons-
truccion de un modelo pentadimensional para la visualizacion
de hipersuperficies cilindricas y paraboloidales, utilizando como
herramienta computacional el software especializado Mathema-
tica. Esta progresion didactica no es casual, sino que responde a
una concepcion pedagogica que concibe el conocimiento matema-
tico como un edificio que se erige sobre cimientos solidos, donde
cada nuevo nivel de comprension se apoya en los logros alcanza-

dos en las etapas precedentes.



Elrecorrido comienza con el establecimiento de las bases ne-
cesarias para emprender este viaje intelectual, presentando una
revision exhaustiva de los sistemas de coordenadas que han sido
desarrollados a lo largo de la historia de la geometria analitica. El
lector encontrara aqui un recorrido que parte del sistema de coor-
denadas rectangulares en el plano, ese universo bidimensional
donde puntos y curvas encuentran su representacion mas acce-
sible, para luego explorar sistemas alternativos como las coorde-
nadas polares, las oblicuasy las trilineales, cada una de las cuales
ofrece ventajas particulares para abordar problemas especificos.
Esta diversidad de sistemas de referencia, lejos de ser un capricho
matematico, responde a la necesidad de adaptar el instrumental
analitico a la naturaleza de los objetos estudiados, revelando asi
la profunda conexion entre la eleccion del sistema de coordena-
das y la simplicidad o complejidad de las ecuaciones resultantes.
El recorrido culmina con la extension natural de estos principios
al espacio tridimensional y plantea la pregunta que motiva toda
la indagacion: ;es posible trascender la tercera dimension y con-

cebir objetos en espacios de cuatro o cinco dimensiones?

A partir de estos fundamentos, la obra se adentra en el co-
razon de la problematica, abordando la visualizacion de objetos
geomeétricos en espacios tetradimensionales y pentadimensiona-
les. Aqui el autor nos introduce en las técnicas de inmersion, esos
procedimientos matematicos que permiten proyectar objetos de
alta dimensionalidad en espacios de menor dimension, hacien-
do posible su representacion grafica y, por ende, su observacion
y andlisis. Se revisan los antecedentes mas relevantes en este
campo, desde los paquetes de Mathematica desarrollados por Ve-
lezmoro para visualizar objetos 4D hasta las investigaciones de

Lone y colaboradores sobre curvas de interseccion en R?, pasan-



do por las contribuciones de Anto y colaboradores con su paquete
4DPlots para hipersuperficies implicitamente definidas. Esta re-
vision de la literatura no es meramente erudita, sino que cumple
la funcion de situar la investigacion en el contexto de un campo
en plena efervescencia, donde la computacion simbolica y la vi-
sualizacion interactiva estan transformando nuestra capacidad
para comprender estructuras que antes solo existian en el ambito
de la especulacion teérica. La exposicion culmina con la presen-
tacion de las técnicas de inmersion tetraédrica para objetos 4D
y el analisis detallado del hipercilindro y el hiperparaboloide en
esta dimension, sentando las bases para la extension a la quinta

dimension que constituye el nucleo de la obra.

En continuidad con lo anterior, se aborda la dimension me-
todoldgica de la investigacion, presentando el enfoque, disefo y
procedimientos que guiaron el desarrollo del modelo geométrico
pentadimensional. El autor opta por un enfoque cuantitativo de
caracter formal y computacional, donde los objetos de estudio son
las propias hipersuperficies hipercilindricas e hiperparaboidales
en la quinta dimension, abordadas como entidades matematicas
definidas por ecuaciones paramétricasy cartesianas. El disefio no
experimental y de nivel descriptivo se justifica por la naturaleza
de los objetos bajo investigacion, que no son susceptibles de mani-
pulacion experimental en el sentido tradicional, sino que requie-
ren una aproximacion sistematica basada en el cdlculo simbdlico
y la visualizacion computacional. Se detalla el procedimiento se-
guido, que incluye la identificacion de la informacion necesaria, el
estudio de los modelos de visualizacion 3D y 4D, la formulacion de
las ecuaciones de inmersion para 5D y la utilizacion del software
Mathematica para los calculos y visualizaciones. Las considera-

ciones éticas, incluyendo el uso de software con licencia legal y la



originalidad de los programas computacionales desarrollados,
cierran esta seccion metodoldgica, ofreciendo al lector una vision
completa del riguroso proceso que sustenta los resultados presen-

tados en la obra.

El nucleo de la investigacion se presenta a continuacion,
mostrando el modelo geométrico pentadimensional que permi-
te visualizar entes geométricos en la quinta dimension. El autor
propone un modelo basado en un cubo centrado en el origen, cu-
yos vértices sirven como referencia para la proyeccion de objetos
mas complejos. La inmersion de 5D en 3D se define mediante una
transformacion lineal que proyecta cualquier punto del espacio
pentadimensional en un punto del espacio tridimensional, pre-
servando ciertas propiedades métricas y topologicas que hacen
posible un analisis geométrico significativo. A partir de este mo-
delo, se desarrolla la parametrizacion del hipercilindro penta-
dimensional, demostrando su ecuacion cartesiana y explorando
sus curvas paramétricas basicas. El lector encontrara aqui un
despliegue visual impresionante, donde las figuras que acompa-
nan al texto revelan la estructura del hipercilindro 5D a través
de sus paralelos, meridianos y otras familias de curvas, asi como
las superficies basicas que lo constituyen. El estudio contintia con
el hiperparaboloide pentadimensional, siguiendo una estructura
analoga que permite apreciar las similitudes y diferencias entre
estos dos objetos fundamentales. La caracterizacion de las hi-
persuperficies 4D involucradas en la conformacion de los objetos
pentadimensionales completa esta seccion, ofreciendo una vision
integrada de la estructura jerarquica de los espacios de alta di-

mension.

Finalmente, la obra recoge las conclusiones y recomendacio-

nes derivadas de la investigacion, sintetizando los logros alcanza-



dos y sefialando caminos para futuras exploraciones. Se destaca
la construccion de nuevas inmersiones para graficar hipersuper-
ficies en 4D y 5D, la caracterizacion de las curvas paramétricas
que definen el esqueleto del hipercilindroy el hiperparaboloide en
ambas dimensiones, la generacion de superficies basicas intrin-
secas a estas hipersuperficies, y el uso fundamental del software
Mathematica como herramienta de observacion y descripcion.
Las recomendaciones invitan a los interesados a familiarizarse
con las técnicas de inmersion para mejorar la presentacion de
graficos en mas dimensiones, a aplicar la estrategia desarrolla-
da al estudio de hiperelipsoides e hiperboloides, a explorar otros
tipos de hipersuperficies no provenientes de ecuaciones cuadrati-
cas,y a considerar el uso de software libre como MAXIMA y OCTA-

VE para evitar problemas de licenciamiento.

El libro que el lector tiene en sus manos no es, sin embargo,
un mero compendio de resultados técnicos. Es, ante todo, una in-
vitacion a expandir los horizontes de la imaginacion geométrica,
a atreverse a pensar mas alla de las tres dimensiones que nuestra
experiencia cotidiana nos ha hecho tan familiares. La posibilidad
de disefiar un modelo geométrico 5D para el estudio de hipersu-
perficies cilindricasy paraboloides, y visualizarlos con el software
Mathematica, abre nuevas vias para la exploracion de estructuras
que, aunque distantes de nuestra experiencia sensorial, son fun-
damentales para la comprension de las leyes que rigen el universo
matematico. Que esta obra sirva, pues, como una guia y una ins-
piracion para todos aquellos que, fascinados por la belleza de la
geometria, deseen aventurarse en los territorios inexplorados de

la quinta dimension.
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Los fundamentos de la representacion
geométrica




La geometria analitica, como disciplina fundamental dentro
de las matematicas, establece un puente indispensable entre el
algebray la geometria al permitir la descripcion de figuras geomé-
tricas mediante ecuaciones y coordenadas. Esta sinergia meto-
dologica ha demostrado ser extraordinariamente fértil, propor-
cionando un marco de trabajo robusto para abordar problemas
tanto en matematicas puras como en sus innumerables aplicacio-
nes a la fisica, la ingenieria y otras ciencias. En los niveles inicia-
les de formacion universitaria, el estudio de esta disciplina suele
comenzar con el sistema de coordenadas rectangulares, también
conocido como plano cartesiano, el cual ofrece la ventaja pedago-
gica y practica de que sus vectores base son constantes, simplifi-
cando significativamente el analisis de las propiedades geométri-
cas de curvasy superficies. Este sistema se erige como el punto de
partida natural, gracias a su estructura ortogonal que facilita la
comprension de conceptos fundamentales como la distancia en-
tre puntos, la pendiente de una recta o la ecuacion de una circun-
ferencia. Por ejemplo, al estudiar la trayectoria de un proyectil,
el plano cartesiano permite descomponer el movimiento en sus

componentes horizontal y vertical de manera intuitiva.

La construccion axiomatica de este modelo se fundamenta
en la consideracion de dos rectas perpendiculares: una de orien-
tacion horizontal y otra vertical, que se intersecan en un punto
denominado origen de coordenadas. A estas rectas se les designa
como ejes coordenados, donde la recta horizontal recibe el nom-
bre de Eje X o Eje de las abscisas, y la recta vertical es conocida
como Eje Y o Eje de las ordenadas. Esta configuracion ortogonal
no es arbitraria, sino que responde a la necesidad de establecer
un sistema de referencia que sea a la vez simple y poderoso para

la localizacion precisa de puntos en el plano. Lehmann (1989), en



su obra clasica sobre geometria analitica, explica con claridad
que cualquier punto \( P \) en este plano queda inequivocamente
identificado mediante un par ordenado \( (x, y) \) de nimeros rea-
les. La primera componente, \(x ), cuantifica la distancia dirigida
desde el punto al eje de las ordenadas, mientras que la segunda
componente, \(y \), mide la distancia al eje de las abscisas. Esta
correspondencia biunivoca entre puntos del plano y pares orde-
nados de numeros reales es la esencia misma del sistema, garan-
tizando que cada punto tenga una representacion unica y, reci-
procamente, que cada par ordenado defina un punto especifico,

como se ilustra en la Figura 1.

Figura 1. Coordenadas rectangulares

yoo ® P(x,y)

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

La formalizacion matematica de este espacio se expresa me-
diante el conjunto \( \mathbb{R}*2 = \{(x, y) / x \text{ e } y \text{
son numeros reales}\} \), que constituye el producto cartesiano de
la recta real consigo misma. Este modelo bidimensional no solo
es una herramienta de calculo, sino que también sirve como un
potente recurso heuristico para visualizar relaciones funcionales
y transformaciones geométricas. Sin embargo, a pesar de su uti-
lidad y omnipresencia en la ensenanza, el sistema de coordena-

das rectangulares no es el inico ni siempre el mas adecuado para



abordar todos los problemas geométricos. Existen numerosas
situaciones, especialmente aquellas que involucran simetrias ra-
diales, trayectorias curvas o sistemas con restricciones particula-
res, donde otros sistemas de coordenadas pueden ofrecer ventajas
sustanciales al simplificar las ecuaciones y revelar la estructura

intrinseca de los objetos estudiados.

Sistemas alternativos y sus aplicaciones

En este contexto, la exploracion de sistemas de coordenadas
alternativos se convierte en una necesidad metodologica para el
matematico y el cientifico. Entre estos, el sistema de coordenadas
polares, el sistema de coordenadas oblicuas y el sistema de coor-
denadas trilineales destacan por su capacidad para adaptarse a
diferentes simetrias y problemas especificos. Como seniala Agui-
lar (2022), el sistema polar, aunque comparte el objetivo funda-
mental de la representacion grafica con el sistema cartesiano,
lo hace mediante un enfoque radicalmente distinto. En lugar
de utilizar distancias a ejes ortogonales, el sistema polar emplea
un par de coordenadas que conjugan magnitud y direccion: un
segmento conocido como radio vector y un angulo denominado
argumento. Este enfoque resulta particularmente eficaz para
describir curvas que poseen simetria central o que son generadas
por movimientos de rotacion, como las espirales, los cardioides o
las trayectorias de particulas en campos de fuerza central, donde
las ecuaciones en coordenadas polares adquieren una eleganciay
simplicidad que contrastan con su compleja expresion en coorde-

nadas cartesianas.



La definicion operativa del sistema de coordenadas polares
se basa en dos elementos fundamentales: un punto fijo llamado
polo, que actiia como origen, y una recta fija que parte de este
punto y recibe el nombre de eje polar. La posicion de un punto
cualquiera en el plano queda entonces determinada por su dis-
tancia al polo (el radio vector) y por el angulo que forma el segmen-
to que une el polo con el punto con respecto al eje polar. Una de
las caracteristicas mas distintivas y, a la vez, mas desafiantes de
este sistema es que, a diferencia de las coordenadas cartesianas,
la representacion de un punto no es tinica. Un mismo punto pue-
de ser descrito por multiples pares de coordenadas polares, sim-
plemente anadiendo o restando multiplos de \( 2\pi \) al &ngulo o
incluso considerando radios negativos que indican una direccion
opuesta, como se muestra en la Figura 2. Esta no unicidad, lejos
de ser una debilidad, refleja la naturaleza periodica y circular del
sistema y es fundamental para la descripcion de fendmenos osci-
latorios y ondulatorios. Por ejemplo, en el estudio del movimiento
armonico simple o en el analisis de sefiales, esta propiedad permi-
te una representacion mas natural y compacta de las funciones

trigonométricas.

Figura 2. Sistema de coordenadas polares

rooooo

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Por otro lado, el sistema de coordenadas oblicuas ofrece una

generalizacion del sistema cartesiano que relaja la condicion de



perpendicularidad entre los ejes. En este sistema, el plano es defi-
nido por dos rectas que se interceptan formando un angulo agudo
\(\theta \), lo que da lugar a una infinidad de sistemas oblicuos
posibles, cada uno caracterizado por el valor especifico de este
angulo. Esta flexibilidad es especialmente valiosa cuando se estu-
dian fendmenos que ocurren en medios anisotrdpicos o cuando las
condiciones de contorno de un problema se definen naturalmente
sobre direcciones no ortogonales, como ocurre en ciertos proble-
mas de cristalografia o en la mecanica de fluidos. La posicion de
un punto \( P \) se representa mediante el par \( (x, y) \), pero la
interpretacion de estas coordenadas varia segtin la clasificacion
del sistema oblicuo. En los sistemas oblicuos paralelos, \( x \) e \
(y\) representan las longitudes de los segmentos que, partiendo
de \(P\), van a parar a los ejes coordenados mediante rectas pa-
ralelas a los ejes opuestos. En contraste, en los sistemas oblicuos
perpendiculares, \(x\) e \(y \) representan las distancias perpen-
diculares desde el punto \(P\) a cada uno de los ejes coordenados,
una definicion que guarda una mayor similitud conceptual con el
sistema cartesiano, pero que opera en un marco de referencia no

ortogonal, como puede observarse en la Figura 3.



Figura 3. (a) Sistema de Coordenadas Oblicuo Paralelo (b) Sistema de Coor-
denadas Oblicuo-Perpendiculares

@ (b)

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Un tercer sistema de gran interés, especialmente en geome-
tria proyectiva y en la resolucion de problemas de optimizacion
con restricciones lineales, es el sistema de coordenadas trilinea-
les. Este sistema se aleja de la idea de ejes lineales y adopta un
triangulo como figura de referencia fundamental. En lugar de
medir distancias a rectas que se cruzan en un punto, las coorde-
nadas trilineales de un punto \( P \) estan dadas por las distancias
(generalmente perpendiculares) a cada uno de los tres lados del
triangulo de referencia. Este enfoque esta intrinsecamente liga-
do a la geometria del triangulo y resulta de una elegancia y po-
tencia notables para tratar problemas relacionados con cevianas,
puntos notables como el incentro o el baricentro, y para expresar
de manera homogénea y simétrica ecuaciones de rectas y conicas
con respecto a los vértices del triangulo base, tal como se repre-
senta en la Figura 4. La naturaleza de este sistema lo convierte en
una herramienta predilecta en areas como la optica geométrica
y la teoria de la relatividad, donde las relaciones entre diferentes
sistemas de referencia y las transformaciones proyectivas son de

suma importancia.



Figura 4. Sistema de coordenadas trilineales

c

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

El salto a la tercera dimension y el desafio de dimen-
siones superiores

Es imperativo reconocer que todos los sistemas de coorde-
nadas discutidos hasta ahora, a pesar de su indudable utilidad
y sofisticacion, se restringen al estudio de puntos y figuras con-
tenidas en un plano bidimensional. Esta limitacion se convierte
en un obstaculo insalvable cuando el objeto de estudio trasciende
las dos dimensiones y nos adentramos en el analisis del espacio
tridimensional que nos rodea. La extension de la geometria ana-
litica al espacio es, por tanto, un paso loégico y necesario que per-
mite modelar la realidad fisica con mayor fidelidad. Como senala
Fuller (1999), los fundamentos y métodos desarrollados para la
geometria analitica plana sirven como un modelo conceptual y
metodoldgico para abordar la geometria analitica del espacio tri-
dimensional, o geometria analitica solida. Esta transicion no es
simplemente un aumento en el nimero de coordenadas, sino que
implica una nueva comprension de la posicion, la distancia, los

angulos y las superficies en un entorno de mayor complejidad.



Para construir este sistema tridimensional, se consideran
tres planos mutuamente perpendiculares que se intersecan en
un punto comun, el origen de coordenadas. Las rectas de inter-
seccion de estos planos definen los tres ejes coordenados, conven-
cionalmente denominados X, Yy Z. La posicion de un punto \(P\)
en el espacio queda entonces determinada por sus tres coordena-
das, que representan las distancias (con signo) del punto a cada
uno de los tres planos coordenados, como se ilustra en la Figura
5. Este sistema, aunque poderoso, es solo el comienzo de un via-
je hacia dimensiones atin mas abstractas. La pregunta que surge
de manera natural, y que constituye el motor de la presente in-
dagacion, es si es posible extender estos principios mas alla de la
tercera dimension para concebir y estudiar objetos en espacios de
cuatro o incluso cinco dimensiones. Esta interrogante no es me-
ramente un ejercicio de abstraccion matematica, sino que tiene
implicaciones profundas en areas como la teoria de cuerdas, la

relatividad general y la topologia de alta dimension.

Figura 5. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

De esta manera, la problematica central que aborda este

trabajo se puede formular en los siguientes términos: ;Sera po-



sible disenar un modelo geométrico 5D para estudiar las hiper-
superficies de cinco dimensiones, en particular las hipersuper-
ficies cilindricas y paraboloidales, con la asistencia del software
especializado Mathematica? Esta pregunta condensa el desafio de
trascender la intuicion geométrica tridimensional para construir
una representacion formal y computacionalmente manejable de

objetos inmersos en un espacio de cinco dimensiones.

Relevancia y alcance de la propuesta de investigacion

La justificacion para abordar este problema radica en la ne-
cesidad de desarrollar herramientas conceptuales y metodolégi-
cas que permitan visualizar y comprender objetos matematicos
que habitan en espacios de dimension superior a tres. El presen-
te trabajo se propone, por consiguiente, desarrollar un modelo
geométrico para la quinta dimension que posibilite la visualiza-
cion de objetos matematicos inmersos en hipercilindros e hiper-
paraboloides. Este esfuerzo se fundamenta en los resultados pre-
vios obtenidos al escudrifiar estas mismas hipersuperficies en la
cuarta dimension, las cuales fueron estudiadas mediante un mo-
delo geométrico 4D basado en un tetraedro. La construccion de
este modelo tetradimensional sirve como piedra angular y como
prueba de concepto para la extension a cinco dimensiones. Natu-
ralmente, el proceso de construccion de las inmersiones, tanto
para la cuarta como para la quinta dimension, implica la defi-
nicion rigurosa de las ecuaciones paramétricas que gobiernan a
dichas hipersuperficies. Estas ecuaciones son la clave para poder

manipular y explorar estos objetos de manera sistematica.



Ademas de la construccion del modelo, se espera que el pre-
sente trabajo sirva como una base solida y un punto de partida
para futuras investigaciones. La comunidad de matematicos y
cientificos interesados en el estudio de otras hipersuperficies
encontrara en este modelo geométrico un andamiaje flexible y
potente, que ofrece amplias posibilidades para escudrifiar una
vasta gama de objetos geométricos en dimensiones superiores,
mas alla de los casos particulares aqui estudiados. La metodolo-
gia desarrollada podria ser adaptada para el estudio de hipersu-
perficies como hiperesferas, hiperelipsoides o incluso objetos con
topologias mas complejas. El uso del software Mathematica como
herramienta de apoyo es crucial, ya que permite no solo la visua-
lizacion de proyecciones de estos objetos, sino también la reali-
zacion de calculos simbodlicos y numéricos que serian impractica-

bles de otra manera.

En consecuencia, se establece el siguiente objetivo general:
construir un modelo geométrico 5D que permita describir hiper-
superficies hipercilindricas e hiperparabdlicas en cinco dimen-
siones y visualizarlas con el software cientifico Mathematica.
Para alcanzar esta meta, se han definido los siguientes objetivos
especificos: (i) describir y caracterizar las curvas paramétricas
que constituyen el esqueleto del hipercilindro y el hiperparabo-
loide en el espacio 4D; (ii) generar y caracterizar las curvas y su-
perficies intrinsecas a estas hipersuperficies en 4D; (iii) describir
y caracterizar las curvas paramétricas que definen la estructura
del hipercilindro y el hiperparaboloide en 5D; (iv) generar y carac-
terizar las curvas y superficies intrinsecas a estas hipersuperfi-
cies en 5D; (v) caracterizar las hipersuperficies de 4D que se en-
cuentran involucradas en la conformacion de los hipercilindros e

hiperparaboloides en 5D; y (vi) emplear el software Mathematica



para observar y describir los objetos geométricos vinculados den-

tro de cada una de estas hipersuperficies.

La presente investigacion se llevara a cabo en la Universidad
Nacional de Piura durante el periodo comprendido entre 2023 y
2024, y sera autofinanciada por la autora. Es importante delimi-
tar que el espacio de estudio de este trabajo es especificamente el
de cinco dimensiones, lo que implica que todos los modelos, ecua-
cionesy visualizaciones se desarrollaran dentro de ese marco, sin
adentrarse en el estudio genérico de espacios de dimension \(n \),
aunque se espera que la metodologia sea extensible. Esta delimi-
tacion permite un enfoque profundo y concentrado en los objetos

y fendmenos propios de la quinta dimension.
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Lavisualizacion de objetos geométricos
en dimensiones superiores. Un recorrido
por los espacios R*y R®




La comprension profunda de los objetos matematicos que
habitan en espacios de dimension superior a tres representa uno
de los desafios mas fascinantesy, a la vez, mas complejos de la geo-
metria moderna. Si bien la intuicion espacial humana se encuen-
tra naturalmente limitada a las tres dimensiones que percibimos
a través de los sentidos, el desarrollo de herramientas computa-
cionales y métodos de representacion visual ha abierto una ven-
tana hacia estos universos abstractos. Visualizar objetos en un
espacio de una determinada dimension es de gran utilidad para
facilitar la comprension de los conceptos matematicos vincula-
dos a dichos objetos, a través de la interpretacion geométrica de
los mismos (Velezmoro, 2019). Este principio, que subyace a gran
parte de la investigacion contemporanea en geometria compu-
tacional, sostiene que la traduccion de estructuras algebraicas a
representaciones graficas no solo auxilia en el descubrimiento de
nuevas propiedades, sino que también acttia como un poderoso
vehiculo didactico para la ensenanza de disciplinas como el alge-

bra lineal, la topologia diferencial y la teoria de variedades.

En este contexto, el presente capitulo se propone explorar
los fundamentos tedricos y practicos que permiten la construc-
cion de modelos visuales para objetos inmersos en espacios tetra-
dimensionales y pentadimensionales, con un énfasis particular
en el uso del software especializado Mathematica. La eleccion
de este entorno de programacion no es fortuita, ya que su robus-
tez simbodlica y numérica, combinada con sus capacidades gra-
ficas avanzadas, lo convierten en una plataforma idonea para la
experimentacion y la visualizacion geométrica. A lo largo de las
siguientes secciones, se examinaran diversas técnicas de inmer-
sion, se analizaran las propiedades de curvas y superficies en es-

tos espacios, y se presentaran casos concretos de objetos como el



hipercilindro y el hiperparaboloide, cuyo estudio revela patrones
de simetria y comportamiento que trascienden nuestra experien-

cia tridimensional.

Antecedentes y fundamentos de la visualizacion mul-
tidimensional

El interés por representar objetos de mas de tres dimensio-
nes no es reciente, pero ha cobrado un impulso significativo con
la llegada de la computacion de alto rendimiento y los lenguajes
de programacion orientados a la matematica simbdlica. Un hito
relevante en esta linea de trabajo lo constituye el desarrollo de pa-
quetes especializados como el presentado por Velezmoro (2019),
que describe un nuevo paquete de Mathematica para visualizar
objetos 4D, los cuales estan inmersos (puntos, lineas, flechas,
curvas, superficies, solidos y superficies complejas) utilizando
modelos 3D como una extension de los modelos 2D ya estableci-
dos. Para simular el cambio de vistas se utilizan matrices rotacio-
nales; este enfoque permite no solo la observacion estatica de los
objetos, sino también la interaccion dinamica con ellos, rotando y
escalando las proyecciones para obtener perspectivas que revelen
su estructura interna. Asimismo, Velezmoro (2019), muestra las
ecuaciones de la Hiperesfera 4D con algunas caracterizaciones
de las curvas ui-paramétricas y las superficies basicas que se en-
cuentran en ella, sentando las bases para el estudio sistematico
de hipersuperficies mediante la descomposicion en familias de

curvasy parches.

Paralelamente, la investigacion en geometria diferencial ha

avanzado hacia el calculo de propiedades intrinsecas de curvas



en dimensiones superiores. Lone et al. (2016), en su trabajo titu-
lado “Transversal intersection curves of hypersurfaces in R*”, se
propusieron desarrollar algoritmos para calcular las propiedades
geomeétricas diferenciales, como la curvatura geodésica y la tor-
sion geodésica de la curva de interseccion transversal de cuatro
hipersuperficies en el espacio euclidiano R®. Este tipo de estudios
son fundamentales para comprender como se comportan las tra-
yectorias en espacios de alta dimensionalidad, lo que tiene apli-
caciones potenciales en campos como la fisica de particulas, la
cosmologia y la optimizacion en espacios de parametros. Sin em-
bargo, a pesar de la riqueza de los desarrollos algebraicos, en el
trabajo de Lone et al. (2016), no se muestran imagenes que puedan
ser observadas y que queden completamente caracterizadas las
hipersuperficies en R®, dejando un espacio abierto para la inte-
gracion de herramientas graficas que complementen el analisis

analitico con la intuicion visual.

En esta misma direccion, Anto et al. (2020), realizaron la in-
vestigacion “A Mathematica Package for Plotting Implicitly Defi-
ned Hypersurfacesin R*”. Este articulo describe un nuevo paquete
de Mathematica, denominado 4DPlots, para trazar hipersuperfi-
cies implicitamente definidas (solidos) utilizando una generaliza-
cion del método de biseccion que se aplica a funciones continuas
de cuatro variables mediante biseccion recursiva de segmentos
contenidos en su dominio. El resultado obtenido es consistente
con la notacion y los resultados de Mathematica, y el desempeno
del paquete se discute por medio de varios ejemplos ilustrativos
e interesantes. La importancia de este desarrollo radica en que
proporciona una herramienta accesible y eficiente para la visua-
lizacién de solidos en 4D, lo que facilita la exploracion de propie-

dades topoldgicasy geométricas que de otro modo permanecerian



en el Ambito puramente abstracto. Esta investigacion describe
las bases para el desarrollo de un paquete de Mathematica para
trazar hipersuperficies en el espacio pentadimensional, abriendo
asi una via para la extension de estas técnicas a dimensiones atn

mayores.

La evolucion de estas herramientas no se ha limitado a Ma-
thematica, sino que también se ha explorado en entornos de codi-
go abierto. Escobar (2023), en su tesis doctoral “Comportamientos
cualitativos de un sistema no lineal de Lorenz en R* y R® apoya-
dos graficamente con software Octave”, presenta un modelo que
permite la visualizacion de objetos geométricos 5D con Octave. No
obstante, en el presente trabajo se muestra un nuevo modelo con
el software Mathematica que permite mejorar la visualizacion de
los objetos geométricos 5D, aprovechando la potencia de este len-
guaje para la manipulacion simbélica y la generacion de graficos
de alta calidad. La eleccién de Mathematica no es arbitraria, sino
que responde a su capacidad para manejar de manera integrada
el calculo simbodlico, la programacion funcional y la visualizacion
interactiva, lo que lo convierte en un entorno privilegiado para la

investigacion en geometria computacional.

Por su parte, Facundo (2023), en su tesis de maestria “Rectas
y conicas en espacios euclidianos de dimension mayor que dos,
con asistencia del software Mathematica”, aborda el estudio de las
conicas en R . Para esos objetivos, Facundo (2023), usaron algorit-
mos para abreviar los cilculos y también para disenar las figuras
pertinentes al tema, y dichos algoritmos seran utilizados en el de-
sarrollo de la presente exposicion. Este enfoque, que combina la
eficiencia computacional con la precision geométrica, es caracte-
ristico de la metodologia que se adoptara en este capitulo, donde

se busca no solo la descripcion tedrica de los objetos, sino también



su representacion grafica y la verificacion de sus propiedades me-

diante experimentos numéricos.

Técnicas de proyeccion e inmersion de objetos geomé-
tricos

La representacion de objetos tridimensionales en una su-
perficie bidimensional, como una pantalla de computadora o
una pagina impresa, es un problema clasico que ha sido resuel-
to mediante técnicas de proyeccion y perspectiva. Para obtener
graficas de curvas y superficies en una pantalla plana, es necesa-
rio realizar una inmersion, mediante tres vectores unitarios que
parten desde el origen y que determinan la direccion de los ejes

coordenados, tal como se muestra en la siguiente figura.

Figura 6. Direcciones de los ejes coordenados

-

o

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Donde las direcciones estan determinadas por los vectores

(242

1
7. 75},{0,1] H



¢'l: sigue la direccion del eje X
¢2: sigue la direccion del eje Y
¢3: sigue la direccion del eje Z

Este sistema de vectores define un marco de referencia obli-
cuo que permite proyectar puntos del espacio tridimensional
sobre el plano de la pantalla, preservando ciertas relaciones mé-
tricas y angulares que facilitan la percepcion de la profundidad.
Si se desea manejar la longitud de los ejes coordenados, se puede
implementar un mini programa que escale estos vectores unita-
rios, ajustando asi el tamano de la representacion grafica segun
las necesidades del usuario.

Axes3D[{a , b ,c }]:=

Graphics|[ {Hue[@] , Arrow[{{0, @}, ael}], Hue[@.65], Arrow[{{0, @}, be2}]
Hue[®.751, Arrow[{{@, 8}, ce3}]1}]

La inmersion queda definida de la siguiente manera

\/§x1 \/§x2 X, X,
$l{x1, %2, %3}] = {—T +T. 33 + xg}

con el Mathematica

V3 o1, (43 1
(o1, 2, 03} = {{-—, --}, {—, -}, &, 1}

O[{x1 , x2 , x3 }] := {x1, x2, x3}.{el, e2, e3}
o[{x1, x2, x3}]
[ V3x1 3 x2 x1 x2

i + , = - * x3\.
¥ 2 2 2 2 4



Se muestran dos ejemplos.
Ejemplo 01

Si tenemos la hélice Helice [t_]:= {Cos[t],Sin[t],%}, para gra-
ficarla mediante la inmersion hacemoslos siguiente, definimos la

hélice con el software

Helice[% ] := {Cos[t], Sin[£], t/4}

Ahora aplicamos la inmersion

$[Helice[t]]

t Cos[t] Sin[t]y
& 2 2

M| =

- 1 -
{— 3 Cos[t] + — 43 5in[t],
2

Luego con el comando que permite graficar figuras en R2 di-

gitamos

Show[ParametricPlot[¢[Helice[t]], {f, 8, 8Pi}, PlotStyle - Hue[@.75] , Axes - False]
Axes3D[{2, 2, 7)1, PlotRange - All]

Figura 7. Grafico de la hélice mediante la inmersidn y sus ejes coordenados
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Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Ejemplo 02

Segtin Barret (1972), para una esfera define la carta geogra-

fica mediante

X(u,v) = r{Cos|u|Cos|v], Sin[u]Cos|v], Sin[v]},



pero en este caso tomamos el casor=1.

Esfe3D[u , v ] := {Cos[u] Cos[v], Sin[u] Cos[v], Sin[v]}
también le aplicamos la inmersion

esfe2d[u_, v ] i= ¢[Esfe3D[u, v]]

esfe2d[u, v]

f
L

1,
\."13 Cousfu]l Coslv] +— 3 Cos[v] Sinful,
2

R I

Cos[u] Cos[v] - 1 Cos[v] Sin[u] i Sin[v]}
r

upara = Table[esfe2d[u, v], {v, -P1/2,Pi/2,Pi/16}];

gupara = Show[ParametricPlot[upara // Evaluate, {u, 8, 2Pi}, Axes = False].
Axes3D[{1.5, 1.5, 1.5}11

Figura 8. Los paralelos en una esfera 3D

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).
vpara = Table [esfe2d[u, v], {u, ®, 2Pi, Pi/16}];

gvpara = Show[ParametricPlot [vpara // Evaluate, (v, -Pi/2, Pi/2}, Axes - False],
Axes3D[{1.5, 1.5, 1.5}], PlotRange - Al1]



Figura 9. Los meridianos en una esfera 3D

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).
Figura 10. El mallado en una esfera 3D en base a las curvas uy v paramétri-
cas.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).
Show[gupara, gvpara]

Estas figuras ilustran no solo la potencia de la inmersion
como herramienta de visualizacion, sino también la importancia
de elegir adecuadamente los vectores directores para obtener re-
presentaciones que sean informativas y estéticamente claras. La
eleccion de una base oblicua, en lugar de una proyeccion ortogo-
nal estandar, permite a menudo resaltar caracteristicas especi-

ficas de los objetos, como sus simetrias o sus puntos singulares,



lo que resulta de gran valor tanto en la investigacion como en la

docencia.

Analisis de coplanaridad en espacios de dimension su-
perior

Una cuestion fundamental cuando se trabaja con conjuntos
finitos de puntos en espacios de dimension mayor que dos es la
determinacion de si dichos puntos son coplanares. En el espacio
bidimensional, cualquier conjunto de puntos es, por definicion,
coplanar, ya que todos pertenecen al plano que los contiene. Sin
embargo, si se tiene un namero finito de puntos en espacios mayo-
res o iguales que los tridimensionales, debemos cerciorarnos para
los propositos de la investigacion de que los puntos estén en un
plano (Facundo, 2023). Esta verificacion es esencial, por ejemplo,
cuando se estudian secciones planas de hipersuperficies o cuando
se busca generalizar propiedades de curvas y superficies que son

intrinsecamente planas en dimensiones inferiores.

Algoritmo para verificar si n puntos en R™ son copla-
nares

Para este objetivo, Facundo (2023) proporciona un algoritmo
que permite discernir si un conjunto de puntos es coplanares o
no. El procedimiento es el siguiente: dados n puntos en R", P, =
(X115 +ovr Xam), P2 = (Xa1, o0r Xom), ooey P = (X, , ..., X, ), € toman tres pun-
tos de la lista que no sean colineales, y se forman los vectores™ o
=P,- Py as=P;- P, asegurando que sean linealmente indepen-

dientes. Luego, se ortonormalizan estos vectores, obteniendo™A y



7B, que constituyen una base ortonormal del plano generado por
los tres puntos iniciales. A continuacion, se calcula la lista de vec-
toresvec ={P, - P;, Ps— Py, ..., P— P;}. Para cada vector en esta lista,
se busca resolver el sistema de ecuaciones a;”"A + BB = vecli], i =
1, ..., (n-3). Si para todos los i se cumple que {a;, B;} = {0,0}, entonces
todos los puntos se encuentran en el mismo plano; en caso contra-
rio, existe al menos un punto que no pertenece a dicho plano, lo

que implica que los puntos no son coplanares.

La implementacion de este algoritmo en Mathematica per-
mite automatizar el proceso de verificacion, haciendo posible el
analisis de grandes conjuntos de datos con rapidez y precision.
Este programa permite introducir un nimero finito de puntos
de un espacio de dimensiones mayores o iguales a tres y devuel-
ve la respuesta de si son coplanares o no, lo que resulta de gran
utilidad en aplicaciones practicas, como el ajuste de superficies,
la reconstruccion de objetos 3D a partir de nubes de puntos, y la
validacion de modelos geométricos. La capacidad de discernir la
coplanaridad es también un prerrequisito para aplicar técnicas
de interpolacion y aproximacion que requieren que los datos se
encuentren estructurados en un plano, como es el caso de los mé-
todos de elementos finitos en dominios bidimensionales inmersos

en espacios de mayor dimension.



PunCopla[lis2 1 :=Module[{n, P1, P2, P3, al, a2, A, B, vec, sol, deci, const}.
n=Length[Ll1s2]; Pl = Lis2[1]; P2 = Lis2[[2]; P3 = L1is2[3];
al = P2-P1l; a2 = P3-Pl;
{A, B} = Orthogonalize[{al, a2}];
vec = Table[Lis2[i] - P1, {1, 4, n}] // Simplify;
const = Table[{w;, B;}.{A, B}, {i, 1, n=-3}] // Simplify;
sol = Table[{a;, 81} /. Flatten[Solve[const[[i] = vec[i], {ai, B1}1]1.
{i, 1, n-3}] // Simplify;
deci = Union[Table[sol[[i] # {®@, @}, {i, 1, n-3}]];
If[deci . {True}, "Los puntos son coplanares”,

"Los puntos no son coplanaras"]

Visualizacion de objetos tetradimensionales mediante
inmersion tetraédrica

La extension de las técnicas de inmersion a la cuarta di-
mension presenta desafios adicionales, pero también abre po-
sibilidades fascinantes para la comprension de objetos como el
hipercilindro y el hiperparaboloide. Velezmoro y Ipanaque (2015),
en el encuentro cientifico internacional ECI-2015, presentaron un
modelo para graficar curvas, superficies e hipersuperficies en 4D
mediante una inmersion basada en un cubo. Sin embargo, para el
presente trabajo se utiliza una inmersion basada en un tetraedro,
que ofrece ventajas en términos de simetria y distribucion de los

ejes en el espacio tridimensional de proyeccion.

Si tenemos los siguientes vértices de un tetraedro.

1

Vi, Vs, Vs, V4} = {{1,0,0},{0,1,03}, {0,0,1}, —
V1, V2, V3, Va} =1{1,0,0},{0,1,03.{0,0.1}. — ==

{1,1,1}

Los definimos con Mathematica



1
vf1={(1, 0,0}, (0, 1,0}, (0,8, 1}, -— {1, 1, 1j}
V3

-, o - o - o ) 1 1 1 11
{11, 8,0}, (8,1,0}, (0,0, 1}, {-—, -—, -— 1}
: W33 B

Definimos el origen de coordenadas

Cgn = {0, 8, 8)
Luego graficamos el modelo

Gvecunit = Graphics3D[ (Hue[@.75], Table [Arrow[Tube [{Cgn, VF1[i]}]], (i, 4}]1}]

glt=
Graphics30D[
{Hue[0©], Line /@ {{VF1[1], VF1[2]}, (VF1[2], VF1[3]), (VF1[1], VF1[3]}, (VF1[4], VF1[1]},
(VF1[4], VF1[2]), (VF1[4], VF1[3])}, Hue[0.75],
Line /@ { (Cgn, VF1[1]), (Cgn, VF1[2]), {(Cgn, VF1[3]), (Cgn, VF1[4]})), Black, Text [0, (0.2, @, @)],
Table[Text[V, Vf1[i]], (i, 4}1})

Figura11. Los ejes junto al tetraedro.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Con los vectores unitarios definidos definimos la inmersion

Con los vectores unitarios definidos a partir de los vértices
del tetraedro, se define la inmersion de 4D en 3D. Para controlar la
longitud de los ejes coordenados, se introduce un factor de escala
que permite ajustar la representacion grafica a las dimensiones

de la pantalla o a las preferencias del usuario.



Gl{x1_, x2_, x3_, x4_}] i= {x1, x2, x3, x4} .Vfl

r x4 x4 x4 -

s xl - , X2 - , ¥X3- i
= p =

N 43 +3 Y3

Para controlar la longitud de los ejes coordenados definimos

AxesdD[{a_, b_, c_,d_}] =
Graphics3D[{Black, Arrow[Tube[a {{©, @, 8}, E1}]], Arrow[Tube[b {{0, @, B}, E2}]],
Arrow[Tube [c {{©®, ©, 8}, E3}]], Arrow[Tube[d {{0, ©, @}, E4}]], Hue[O®
1, Text["X1", o E1 +@.083], Text["X2", bE2 +8.03], Text["X3", cE3 +0.03],
Text["X4", dE4 + 8.03]}]

AxesdD[{1, 2, 2.5, 3}]

Figura12. Los ejes 4D.

}3

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Producto cruz en R*

Segun Vilcherrez & Poicdon (2018), si se tienen los vectores

- —> —>
u=u,u,u,u), v =0,v,v,v)yw =Ww,w,w,w,),son
vectores en el espacio R4, entonces el producto vectorial de u”, v”

yw esel vector:



-— —_ — —_

€, € €3 €,
Uuq Us Uus Uy
V1 V2 V3 VD,
Wi Wz W3 W,

Rl
X
<l
X
gl
Il

Donde e1=(1,0,0,0);e°2=(0,1,0,0);e°3=(0,0,1,0)y
e74=(0,0,0,1).

Criterio para que una curva sea plana en R*

Si tenemos una curva en o en R*, de tal modo que o'[t] =
{0,0,0,0}, o”’[t] = {0,0,0,0} y o’"’[t] = {0,0,0,0}. Si la curva es plana
entonces o'[t] x a’’[t] x a'"'[t] = {0,0,0,0} .

El Hipercilindro en 4D

En primer lugar, definimos rotaciones en la tercera y cuarta

dimension de manera apropiada.
Rotacion respecto al eje x.,.

Rotx3[e ] := {{Cos[&], -Sin[&], @}, {Sin[&], Cos[E], O}, {8, @, 1}}

Rotacion respecto a los ejes x, y x,.

Rotx3x4[4 ] := {{Cos[&], -Sin[&], @, B}, {Sin[&], Cos[&], @, O}, {0, 0, 1, 0},
{6,0,0,1}}

Teorema 1

La ecuacion de un hipercilindro en forma paramétrica en la

cuarta dimension viene dada por



HipeCilidD[{ul,u2,u3}, R] = {-RCos[u2]Sin[ul], RCos[ul]Cos[u2],
RSin[u2], u3}

y en cartesianas es
x{ + x5 + x5 =R?
Demostracion.

Para obtener la ecuacion del cilindro tridimensional se ha-
cer rotar un segmento de recta paralelo al eje x, de la siguiente

manera
Cilindroful ,u2 , R ] :=Rotx3[ul].{R, @, u2}
Cilindro[ul, u2, R]
[RCos[ul], RSin[ul], u2}

A continuacion, basado en la definicion del cilindro en la
tercera dimension definimos el hipercilindro 4D, al hacer rotar
el cilindro alrededor del plano generado por los vectores {0,0,1,0} y

{0,0,0,1}, esto lo presentamos con el software Mathematica.
HipeCilidD[{ul_, u2 , u3_}, R_] := Rotx3x4[u2]. (Prepend[Cilindro[ul, u3, R], @])
HipeCilidD[ {ul, u2, u3}, R]

{-RCos[ul] Sin[u2], RCos[ul] Cos[u2], RSin[ul], u3}

Ahora dado que

HipeCilidD[{ul, u2, u3}, R][1]? + HipeCilidD[{ul, u2, u3}, R1[2]*+
HipeCilidD[{ul, u2, u3}, R][3]® // Simplify

R?_

Entonces significa que en coordenadas cartesianas se cum-

ple



x? + x5 +x3 =R?

la cudl es la ecuacion de un Hipercilindro en la cuarta di-

mension.

A continuacion, aplicaremos la inmersion, para graficarla y
tener una observacion de las curvas paramétricas basicas ui, i =
1,2,3 y también de las superficies basicas inmersas uiuj, i =1,2,3,
j=12,3.

Definimos con la inmersion
hipeCilidD[{ul , u2 , u3 },R_] := ¢[HipeCilidD[{u, u2, u3}, R]]

- ou3 L u3 o u3 A
1-——— -RCos[ul] Sin[u2], - —— +RCos[ul] Cos[u2], -—— +R5in[ul]
S A3 V3 W3 .

Curvas paramétricas en el hipercilindro en 4D

1. Las curvas paramétricas u!

Generamos una lista donde permanece solamente el para-
metro u,
epul =
Partition|

Flatten[Table[Table [hipeCilidD[{ul, u2, u3}, 1], {u2, -Pi/2, Pi/2, Pi/16}].
{ui, @, 2, 1/2111, 313

Y lo graficamos con

gl = Show[ParametricPlot3D[cpul // Evaluate, {ul, @, 2Pi}, Plot5tyle + Thickness [0.0001] ,
Boxed » False, Axes = False], Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}1, PlotRange = All]
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Figura 13. Paralelos en familias de esferas.
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Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Teorema 2

Las curvas ul paramétricas son curvas planas.

Demostracion.
Si definimos la curva
o' [ul] = HipeCili4D[{ul, k1, k2}, R]
entonces la primera derivada
la segunda derivada
a''[ul]={RCos[k1]Sin[ul],-RCos[k1]Cos[ul],0,0}
y la tercera derivada

a'"'[ul]={RCos[k1]Cos[ul],RCos[k1]Sin[u1],0,0}

entonces

a'[t]xa' [t]xa'"'[t]={0,0,0,0}.



2. Las curvas paramétricas u,

Generamos una lista donde permanece solamente el para-
metro u,
cpul =

Partition[Flatten[Table [Table [hipeCilidD [{ul, u2, u3}, 1], {ul, 8, 2Pi, Pi/16}],
{u3, 8, 2,1/2}11, 31;

y lo graficamos mediante

g2 = Show [ParametricPlot3D [cpul // Evaluate, {u2, -Pi/2, Pi/2}.
PlotStyle = Thickness[8.8881] , Boxed = False, Axes =+ False],
AxesdD[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}]1, PlotRange = Al1]

Figura 14. Meridianos en familias de esferas que habitan en un hipercilindro
4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las curvas paramétricas u,

Generamos una lista donde permanece solamente el para-
metro u,
cpul -

Partition[Flatten[Tabla[Table[hipeCilidD[{ul, u2, u3}, 1], {ul, 8, 2Pi, Pi/8}]_
fu2, -Pi/2,Pi/2, Pi/8}11, 31;
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Las graficas de estas curvas se logran mediante

g3 = Show[ParametricPlot3D[cpu3 // Evaluate, {u3, @, 2},
PlotStyle = Thickness [@.8001] , Boxed » False, Axes » False],
Axesd4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}], PlotRange - All]

Figura 15. Rayos paralelos al plano de giro que habitan en un hipercilindro
4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).
Figura 16. El esqueleto del hipercilindro 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Algunas familias de curvas especiales en el Hipercilin-
dro 4D

1. Familia de curvas de Viviani

Para obtener estas curvas debemos hacer R =1, ul =u2 =ty

u3 =k, k € Ren la ecuacion



HipeCilidD[{t, t, k}, 1]

[-Cos[t] Sin[t], Cos[t]?, sin[t], k}

Para graficar esta familia de curvas de Viviani tenemos que

usar la inmersion dada en la seccion 2.2.3

hipeCilidD[{t, t, v}, 1]

[ v . ~ v 2 v . ]
‘l——.—Cos[t]Sln[t_, -—— +Cos[t]", -— + Sin[t] i
-3 V3 V3

Se genera la siguiente lista
lisl - Table[hipeCilidD[{t, t, v}, 1], {v, @, 2, 1/4}]
-’{-Cos rt]sin[tl, Cos[t]*, sinfti |,

ro 1 . 1 2 1 . 1
§-= r_—CDS[‘t]Sln[‘t],— — +Cos[t]7, - — +Sll1[t]J-;

Laa3 143 143

{— — -Cos[t] Sin[t], -——= +Cos[t]?, - I_+.‘i'[n|_1']};
243 243 2 43

[ AL . 3 2 Vi 1

1~ -Cos|t] Sin[t], - +Los[t]", - +5in[t] },

L a 4 a J

r 1 1 X 1 9

{-—— -Cos(t] sin[t], -— + Cos[t]?, -— +Sin[t] |,

o3 V3 3 J

r 5 1 4 5 1

1= — -Cos [t] Sin[t]., - +Cos [t]7, - . |._"">:I'.n[‘|:]J-=

- a3 a3 43

[ '\."3 \l'lg 3 3

A3 1
1=~ - Cos[1] Sin[L], -— +Cos[L]®, -—— +Sin[L] },
L 2 2 4

lf- ! —Cas[t] Sin[t], - ?r ~Cas[t]?, - ?__ +.‘“,'[n[+]};

443 443 443

2 2
{—T—qu[f] Sin[t], - — + Cos[t]?, -

2 .
— 4Sin[t] }
W3 43 B /

Luego lo graficamos

Show[ParametricPlot3D[1lisl // Evaluate, {t, @, 2Pi},
PlotStyle » Thickness [©.0001], Boxed -+ False, Axes + False],
Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}], PlotRange = All]



Figura 17. Familia de curvas de Viviani en el hipercilindro 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Familia de curvas de espirales esféricas

Para obtener estas curvas debemos de hacer u, = 20t, u, =ty

u, =k, k € Ren la ecuacion
HipeCilidD[ {t, 20t, 1}, u3]
{-u3Cos[t] 5in[20t], u3 Cos[t] Cos[28t], u3 Sin[t], 1}
Con la inmersion se tiene

hipeCilidD[ {t, 20, 1}, u3]

-1 1 1 1
{=—— -w3Cus[L] Sinf20L), - +udCus[L] Cus(20L], -— +w3sSinlL]
N3 V3 V3 -



Luego tenemos la siguiente lista
1is2 = Table [hipeCilidD[{t, 20 t, v}, 1], {v, @, 2, 1/2}]
-Ir-'—(t:s [t]5in[2@ t], Cos[t] Cos[20 t], Sin[t]},

- 1 1 1 4
Cos[t] Sin[20t], — +Llos[t] Cos[20T], = +5in(t] t.

243 243 23
o1 . 1 1 . 1
{-——=-Cos[l] Sin[28L], -—— +Cos[L] Cos[28 L], -— +SJ.||[L]J»,
V3 V3 NE
[ . D Vi R 3 - 1
Cos|[t] Sin[20801], 3 +Los[t] Cos[2Bt], 2 +51n[tJJ-,
2 . 2 2 . 11
{-——=-Cos[t] Sin[20t], -—— «Cos[t] Cos[20t], - — +31n[t]“~
V3 V3 \3

Show[ParametricPlot3D[1lis2 // Evaluate, {t, @, 2Pi},
PlotStyle » Thickness[9©.9001], Boxed » False, Axes —» False].
Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}]1, PlotRange =+ All]

Figura 18. Familia de espirales esférica en un hipercilindro 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Familia de curvas cerradas en superficies Esféricas

Aparte que intrinsecamente hay circunferencias las cuales
son curvas cerradas también se pueden encontrar otro tipo tal

como lo mencionamos a continuacion.

Para obtener estas curvas debemos de hacer u = arccos t, u,

=arcsintyu, =k, k € Ren la ecuacion del hipercilindro.



HipeCili4D[{ArcCos[t], ArcCos[t], v}, 1]

{—t J1-t2, 12, 1o, v

J

Aplicando la inmersion

hipeCili4D[{ArcCos[t], ArcCos[t], v}, 1]

v v —y v
[t — e e ]
: \3 V3 \3

Generamos una lista

lis3 = Table[hipeCilidD[ {ArcCos[t], ArcCos[t], v}, 11, {v, 8, 2, 1/4}]

; — ¢ 1 r 1 1 —
[[ctN1-2, ¢, {1-22], [-—— ot V1-0, - —— o), - —— s \1-17],
o Tt 443 443 443 ‘
1 — 1 1 p—
.Ir- — =t 1=t - —— . t?, - I__-yi-t”-,
243 2 43 2 43
V3 , V3 VI
[ otd1-g, ==, - 1,
L A i | 4 4
S — 1 1 —
(-t -, - — 1,
V3 V3 V3 !
5 . 5 5
.lr- — ot 1-8, - — ., - -u-t‘},
443 4 4/3 4 43
3 ; 3 i —
[-—-t-t ,—T-t’,— , sN1-12],
7 , 7 7 ,
(=t - — e, - — 1
- 443 443 a3
{- —t1-8, - at?, - +1-12
W3 V3 V3

Luego lo graficamos

Show[ParametricPlot3D[1lis3 // Evaluate, {t, -1, 1},
PlotStyle - Thickness[©.8001], Boxed » False, Axes -» False],
AxesdD[{1.5, 1.5, 1.5, 1.5}], PlotRange = All]



Figura 19. Familia de curvas de cerradas en el hipercilindro 4D.

2

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Superficies basicas en el Hipercilindro 4D

1. Primeramente, consideramos las superficies que de-

penden de u u,
HipeCilidD[{ul, u2, u3}, 1]
{-Cos[ul] Sin[u2], Cos[ul] Cos[u2], Sin[ul], u3}
Luego con la inmersion

hipeCilidD[{ul, u2, u3}, 1]

E . u3 u3 . 3
1= — -Cos[ul] 5infu2], -—— +Cos[ul] Cos[u2l, - - +51inful] ;
T3 V3 V3 N

Luego se genera la lista, en donde se le da valores reales con

incrementos iguales al parametro u,
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tsul2 = Table[hipeCilidD[{ul, u2, u3}, 1], {u3, @, 2,1/2}]

{{-Cos[uu Sin[u2], Cos[ul] Cos[u2], Sin[ul]},

{—L—Cos[ul]sin[u?.] -
V3 "2

+Cos [ul] Cos[u2], -
2 2

1
+Sin [ul]},
3

1 1 1

- —— -Cos[ul] Sin[u2], - — +Cos[ul] Cos[u2], -—— +5in[ul]

\‘q » v{g > Jg }J‘
-

V3 X 3 V3 i
{-T ~Cos[u1] sin[u2], - —= + Cos[ul] Cos[u2], - +51n[u1]},

2 2 2
-5 _Cos[ul] Sin[u2], - — +Cos[ul] Cos[u2], - —— +51n[u1]}]-
V3 3 3

Luego lo graficamos

Show[ParametricPlot3D [tsull // Evaluate, {ul, @, 2Pi}, {u2, -Pi/2,Pi/12},
PlotStyle - Opacity[©.4], Mesh » False, PlotPoints -+ {4@, 35},
Boxed = False, Axes -» False], Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}], PlotRange - Al1l"

Figura 20. Familia de superficies esféricas en el hipercilindro 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Teorema 3

La familia de esferas basicas en el Hipercilindro 4D
HipeCili4D[{u,, u,, k}, R]

Tienen sus centros en el eje x4, ademas el radio de cada esfe-
raesderadioR



Demostracion.
La ecuacion es

HipeCili4D[{ul,u2,K},R]={-RCos[u2]Sin[ul], RCos[ul]Cos[u2],
RSin[u2], k}

lo evaluamos en {ul, u2} = {0, Pi/2} y {ul, u2} = {0, -Pi/2}
HipeCili4D[{0,Pi/2,k},R]={0,0,R,k}
HipeCili4D[{0,~Pi/2,k},R]={0,0,-R k}

de modo que el centro es

HipeCili4D ({0, Pi/2,k}, R] + HipeCili4D[{0,—Pi / 2,k},R]
n=
2

={0,0,0,k}
ademas, dado que:

HipeCili4D[{0, Pi/2, k}, R] - Cen = {0,0, R, 0}

entonces el radio de las esferas es R.

2. En segundo lugar, consideramos las superficies que de-
penden de u,u,

Generamos la siguiente lista

8 u3 u3 u3 r u3 Sin[ul] u3d Cos[ul] 3 u3
A= =2t =1 F = - T . T T o
V3 3 Y3 43 7 43 ? 7 43
poud 1 uz 1 1 w3,
‘I——_——\‘.j‘slnLul_,——_+—\.-'ji.'os'_ul__,————_-,
R Wi 2 2 W3-
r u3 . u3 oo ul 4
‘I——_—SJ.I'I_Ul y -——— +Cos[ull, - —},
- 43 33 33
pous 1 us 1 1 u3
1 — A3 Sin[ul], —+ - NI Cos[ul], - — 1,
W37 V3 243
! Sin[ul] ul  Cosful] V3 w3 ;oud u3 u3 -+
e e T Ty T -
! 2 /3 2 2 Bl n NE

Show[ParametricPlot3D[tsul3 // Evaluate, {ul, @, 2Pi}, {u3, @, 2},
Plot5tyle »+ Opacity [@.6], Mesh » False, PlotPoints -+ {48, 35},
Boxed + False, Axes + False], Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}]1, PlotRange + All"



Figura 21. Familia de superficies cilindricas en el hipercilindro 4D.

2

3
Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Teorema 4

La familia de cilindros basicos en el Hipercilindro 4D,
HipeCili4D[{ul, k, u3}, R]. Tienen como centro {0,0, R, Sin[k], O} y
el eje de giro es 1[t] = {0,0, Sin[k], O} + t{0,0,0, k} ademas el radio es
r = RCoslk]

Demostracion.
El hipercilindro 4D

HipeCili4D[{ul, k, u3}, R] = {~RCos[k]Sin[ul], RCos[k]Cos[ul],
RSin[k], u3}

consideremos u3 = 0 y calculemos los extremos
ext1=HipeCili4D[{0,k,0},R]={0,RCos[k],RSin[k],0}
ext2=HipeCili4D[{Pi,k,0},R]={0,-RCos[k],RSin[k],0}
entonces el centro es

extl + ext2 .
cen=————= {0,0, RSin[k], 0}
es el centro de cada cilindro y como estos, estan dentro del

Hipercilindro 4D y el plano de giro del paraboloide 3D contienen al



eje x4y como lo sugiere la figura 21, este es la direccion de la recta

que pasa por el cen cuya ecuacion es:
1[¢]={0,0,Sin[k],0}+t{0,0,0,k}

Para calcular el radio

J[(cen — ext2). (cen — ext2)] = RCos[k]
Sik =1, graficamos el cilindro y el eje del cilindro con

cili = ParametricPlot3D[hipeCilidD[{ul, 1, u3}, 11, {ul, @, 2Pi}, {u3, @, 2}.
PlotStyle - Opacity[@.611

rec = ParametricPlot3D[$[{0, 8, Sin[1], 8} +t {0, @, 8, 1}], {t, 8, 2},
PlotStyle - Hue [@.75]]

Show[rec, cili, PlotRange - All]
Figura 22, Una superficie cilindrica con su eje de giro.

isinning
&

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

En tercer lugar, consideramos las superficies que dependen

deu,u,
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Generamos la siguiente lista
tsu23 = Table[hipeCilidD[{ul, u2, u3}, 1], {ul, @, 2Pi, Pi/6}]

ul R u3 uil
{{—E -Sinfu2], "5 +Cos [u2], _F}'

ud 1 u3 1 1
[-—=-- V3sin[u2], -— + - V3 Coslu2], - -
2 NERR 2

2 3 2 2 G’

u3  Sin(u2) ud  Cos[u2] ﬁ u3
{ 3 - }
u_3 B u3d 1 i] {_u_3‘9in[u2] u3 Cos [u2] Y u3 },
NEY

-5 AN o2 B 2 T2 &
3 1 3 1 1 3
- «- V3sintul, -~ -> V3 cos(u2], - - —},
3 2 V32 2 3
ud . 'E ul
[—— +8in[u2], - — - Cos [u2], -—},
3 V3 NE)
u3 1 [E} 1 1 u3
-+ - 43 sin[u2], -— - - 43¢ 2], == = —
[ ﬁ+2\'r inu2] \E 2\/’ os[u2] 2 ﬁ]
[ u3  Sin[u2] u3  Cos[u2] NEY u3}
S, Jue _mesiuel v 8
N5 2 J3 2 2 5
{ u3 uli 1 u3} [ [TE] Sin[u2] u3i Cos [u2] «‘G u';'.}
NN RN 2 : 2 3
u3 1 u3 1 1 u3
-— == V3 sin(u2), - — + = V3 Cos(u2], -~ - —
{-G5 -3 Psinta, - =2 B oostua, -2- =L,
[TE} ul [TE}
[———Sin[u?],——¢(‘os[u2],——}]
E) V3 \3

Show[ParametricPlot3D [tsu23 // Evaluate, {ul, -Pi /2, Pi/2}, {ud, -Pi/2,Pi/ 2},
PlotStyle + Opacity[@.6], Mesh + False, PlotPoints —+ {48, 35}, Boxed + False,
Axas -+ Falsa], Axesd4D[{1.5, 1.5, 1.5, 2.5}1, PlotRange =+ All]

Figura 23. Otra familia de superficies cilindricas en el hipercilindro 4D.

3

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



El Hiperparaboloide en 4D

Teorema 5

La ecuacion de un Hiperparaboloide en la cuar-
ta dimensiéon en forma paramétrica viene dada por Hpa-
raboloide4D[{ul,u2,u3}]={u3Sin[ul]Sin[u2],-u3Cos[u2]

Sin[ul],u3Cos[ul],u32} y en cartesianas
x4 =x1% +x2% + x3?
Demostracion.
Para obtener la ecuacion del paraboloide tridimensional se
hacer rotar una parabola con respecto al eje x, y luego al para-
boloide tridimensional obtenido se hace rotar respecto al plano

generado por los vectores {0,0,1,0 } y {0,0,0,1}, esto lo presentamos

con el software Mathematica.

HParaboloidedD[{uwl , w2 , u3 }] :=
Rotx3x4 [u2]. (Prepend [Rotx3[ul]. {0, u3, u3’}, ])

HParaboloidedD[{ul, u2, u3}]
{u3sin[ul] Sin[u2], -u3Cos[u2] Sin[ul], u3Cos [ul], u32}

Ahora dado que

HParaholuidedD{{ul,u2,u3}]ﬂlﬂ?+HParabuloidEQD[(u1,u2, u3}][2])+
HParaboloidedD[{ul, u2, u3}]ﬂ332 = HParaboloidedD [{ul, ul, u3}][4] /*
Simplify

True



Entonces significa que en coordenadas cartesianas se cum-
ple

x4 = x1% + x22 + x3?

El cual es la ecuacion de un Hiperparaboloide en la cuarta
dimension.

A continuacion, le vamos a aplicar la inmersion, para grafi-
carla y tener una observacion de las curvas paramétricas basicas
u,1=1,2,3. Y también de las superficies basicas inmersas U, i=
1,2,3,j=1,2,3.

Definimos
hParaboloided4D[{ul , u2 , u3 }] :=¢[HParaboloided4D[ {ul, u2, u3}]]

Lo ejecutamos

hParaboloided4D[{ul, u2, u3}]

r uz? A . uz? A u3? 3
1 +ud Sinjul| Sinjul |, : uzCos|u2| Sinjul], : +ud Cos |ul

- 43 43 e A

Y esta ecuacion lo hemos bajado al espacio tridimensional.
Curvas paramétricas en el Hiperparaboloide en 4D

1. Las curvas paramétricas u,

Generamos una lista donde permanece solamente el para-

metro u,

cpull =
Union[
Partition[
Flatten [Table[Table [hParaboloidedD[{ul, u2, u3}], {u2, @, 2Pi, Pi /18}].

{u3, 8, 2,1/4}11, 3113



Y lo graficamos con

gll = Show [ParametricPlot3D[cpull // Evaluate, {ul, @, 2Pi},
PlotStyle » Thickness[@.80@1] , Boxed » False, Axes —+ False],
Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 5.5}1, PlotRange -» All]

Figura 24. Meridianos en familias de esferas dentro de un Hiperparaboloide
4D

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

2. Las curvas paramétricas u,

Generamos una lista donde permanece solamente el para-

metro u,

cpu =
Partition|[
Flatten[Tabla[Tabla[hParaboloidedD[{ul, u2, u3}], {ul, @, 2Pi, Pi/20}].
{u3,@,2,1/4H1,31;

Y lo graficamos mediante

g22 = ParametricPlot3D [cpu22 // Evaluate, {u2, -Pi/2, Pi/2},
PlotStyle - Thickness [©.0001] ]



Figura 25. Paralelos en familias de esferas que habitan en un Hiperparabo-
loide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

3. Las curvas paramétricas u,

Generamos una lista donde permanece solamente el para-

metro u,

cpu33 -
Partition|
Flatten[Table[Table[hParaboloidedD[ {ul, u2, u3}], {ul, @, 2Pi, Pi/12}].
{u2, -P1/2,P1/2,P1/12}11, 31;

Las graficas de estas curvas se logran mediante

g33 = ParametricPlot3D[cpu33 // Evaluate, {u3, @, 2},
PlotStyle - Thickness[@.8001]]



DEL PLANO CARTESIANO AL HIPERESPACIO

Figura 26. Familia de parabolas que habitan en un Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Uniendo las graficas de las figuras 20, 21 y 22 se tiene el es-
queleto del Hipercilindro 4D.

Figura 27. El esqueleto del Hiperparaboloide en la cuarta dimension.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Algunas familias de curvas especiales en el Hiperparaboloi-
de en 4D



1. Familia de curvas de Viviani en un Hiperparaboloide
4D.

Para obtener estas curvas debemos hacer 1, u, =u, =ty u, =

k, k € R en la ecuacion

HParaboloidedD[{t, t, u3}]

fu3sin[t]?, ~u3 Cos[t] Sin[t], u3 Cos[t], u3®}

Para graficar esta familia de curvas de Viviani tenemos que
usar la inmersion dada en la seccion 2.2.3

hParaboloidedD[{t, t, u3}]

[u 32 . 2 ui? ) ui? 1
1 — +u3 5in[t] ", u3Cos[t] Sin[t],  +uzCos[t] ;
SN Y \.’E A3 N

Se genera la siguiente lista

tal = Table [hParaboloidedD[{t, t, u3}], {u3, 8, 2,1/4}]

[ [ 1 Sin|t)? 1 1 . 1 Cos[t]
I{HJ(),H_-)I— — + a = __——(.05[1'].‘»1r1|_1'J)— —+—— s
. ©o16 43 1 16 /3 4 16 /3 1 J
1 sin[L])? 1 1 o 1 Cos L]
i — + y - - —Cos[L] Sin[L], - — + 3.
CaA3 2 143 2 443 z -
i~ s 2 I~ > .

Pl i5Iin |t {ERTE i {IRTE ] iCos|t
[ +‘7H,————[Zns[r".‘n'ini_fj,——+¢},
Lo1e 1 16 4 16 4
(1 2 1 1 ,
i — +S51n[t]*, - ’_—Cos[t'_Sin_'t]_— '_+Cos_'t]>,
R UE] ] .
[ 25 55in[L]? 25 5 . 25 5Cus L],
17 — + = — - = Cos[1] Sin[L], - — — 1,
- 16 43 4 16 3 4 16 /3 4
3 A3 3sin[t]? 343 3 ) 343 3Cos[t]
- + y = - —Los[t] San|[t], - + },
Looa 2 a2 A 2
[ 49 7sin[t]? a9 7 . 49 FCas[t],
1 o+ » ; Cos[t] 5in[t], — + [

16 /3 4 16 43 4 16 +/3 a4 -

oA ) 2 1 . | 1
1——|—2Sul[L] ,—I—I—ECus[L] Sinfl], -— +2Cus[L [

V3 V3 V3



Luego lo graficamos

Show[ParametricPlot3D[tal // Evaluate, {t, @, 2Pi}, Plot5tyle » Thickness[8.801],
Boxed = False, Axes - False], AxesdD[{1, 1, 1, 4.5}], PlotRange = All]

Figura 28. Familia de curvas de Viviani en un Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

2. Familia de curvas de Espirales esféricas.

Para obtener estas curvas debemos de hacer u, =t, u, =30ty

u, =k, k € Ren la ecuacion
HParaboloidedD[{t, 30 t, u3}]

[u3sin[t] Sin[3@t], -u3 Cos[30t] Sin[t], u3Cos[t], u3?}

Con la inmersion se tiene

hParaboloidedD[{t, 3@ t, u3}]

S . u3? . uz? K
1-— +u3 Sin[t] Sin[30t], - —— -u3Cos[38%] Sin[t], - —— +u3Cos[t] |
43 4/3 43 .
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Luego tenemos la siguiente lista

ta2 = Table[hParaboloidedD[{t, 38, u3}1, {u3, 8, 2, 1/4}]

{10,001,
1 1 1 1 1 Cos[t]
[ + - Sin[t] Sin[38t], Cos[3@t] Sin[t], . }
1643 4 1643 4 16 +/3 4
1 1. . 1 1 . 1 Cos[t]
{- +=5in[t] Sin[38t], -—— - —Cos[38 t] Sin[t], - + },
143 2 a3 2 443 F)
3143 3 343 3 343 3cos[t]
[— + - Sin[t] Sinf3@t], -—— - — Cos[30t] Sin[t], - — + —}
16 4 16 4 16 a4

1 1 1
{—— $Sin[t] Sin[38t], -— -Cos (38 L] Sin(t], - — |Cuh[tj},
SEY NE)

3
PR PLI 25 SCos[t]
[— + = &inft] 5in{30t], - — — - ~ Cos[30t] Sin[t], - . }
16 +/3 4 16 /3 4 16 43 4
143 3 ERVEREY 343 3cCoslt
{__"r_ ©Z Sin[t] Sin[38t], ——J_——Cuh['-!@l] Sin[t], AL el b
4 2 4 2 4 2
9 7 . 7 N 49 7Cos(t]y
[— +—5in[t] Sin[30t], - - —Cos[30t] Sin[t], - + IE
1643 4 1643 4 16 /3 4
4 a4 3
{ +28in[t] Sin[301], 2Cos[30 1] Sin[t], +9Cu-.[1j}}
e NE) RE

Luego se obtiene el siguiente grafico

Show [ParametricPlot3D[ta2 // Evaluate, {t, @, Pi}, PlotStyle =+ Thickness[8.061],
Boxed = False, Axes = False], AxesdD[{1, 1, 1, 4.5}], PlotRange = Al1l]

Figura 29. Familia de espirales esférica en un Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



3. Familia de curvas abiertas en superficies Esféricas den-

tro de un Hiperparaboloide 4D.

Aparte que intrinsecamente hay circunferencias las cuales
son curvas cerradas, también se pueden encontrar otro tipo, tal

como lo mencionamos a continuacion.

Para obtener estas curvas debemos de hacer u, = arccos t, u,

= arcsinty u, =k, k € R en la ecuacion del hipercilindro.
HParaboloided4D[ {ArcCos[t], ArcSin[t], k}]

fredi-e8, -k (1-0%) ke, 2]

Aplicando la inmersion

hParaboloidedD[{ArcCos[2 t], ArcSin[t], k}]

e R K2 e K2
f-—=skt1-a8?, - — —kW1-a¢? J1-¢7, - — 2kt
T 4/3 3 3

Generamos una lista

ta3 = Table[hParaboloidedD[{ArcCos[t], ArcSin[t], k}1, {k, @, 2,1/4}] /¢
FullSimplify

( (1 f L1 . 1 - ‘1
i@, 8,0}, ! -3 128 1-4 ), (-12- 43 +12+%), (=43 +12¢) },
Lag ! " as "7 oas J

1, —y 1 o 1 . .
[ = (-3 -6t +/1-¢2), (-6-+3 647, (-3 -6},
“12 12 12 H

c 03 / = 3 . s 3, 1

{- V3 -4t Af1-¢3), - = (a4 43 -ae?), - = (43 -a1)},

L1 16 16 '

. / 1 1 |

f-— st 1-¢2, -1- — 4%, - +t},

SN J3 Ji ol
f r 3 5 . s 5 . N
(-5 /3 -12¢ J1-¢2], - (12 -5 /3 -12¢2), (-5 43 <12¢)},

48 48 : 48 o

¢ 3, r 5 3 ) 3 o
i= Vi-2tN1-tt |, -— (2443 -2¢%), -— (43 -21t)},
a ! / 4 / a |

/ ] — 7 . ] w7 i .
| [-7 42«22t J1-¢2, - 12 .7 43 —12+¢%), (-7 43 -12¢)},
e a8 "7 as "
¢ ' = a s a -
f-— w2t y1-t%, -2- — c2t?, - — L2t}
EE \3 V3 '*



Luego lo graficamos

Show [ParametricPlot3D[1is3 // Evaluate, {t, -1, 1}, PlotRange -+ All.
PlotStyle = Thickness[©.@01] 1, Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 2.5}11

Figura 30. Familia de curvas abiertas en el Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

«  Superficies basicas en el Hiperparaboloide en 4D

Estas superficies basicas se generan tomando los parame-

tros de a dos
1. Superficies que dependen de u u,
HParaboloidedD[{ul, u2, k}]

{kSin[ul] Sin[u2], -k Cos [u2] Sin[ul], kCos[ul], kz}

Luego con la inmersion

hParaboloided4D[{ul, u2, k}]

'S 'S k2
{=—— +kSin[u1] Sin[u?], -— -k€os [u?] Sin[ul], -— +k Cos[ul]
T 5 = = 1
-3 NE) NE) |



DEL PLANO CARTESIANO AL HIPERESPACIO

Luego se genera la lista, en donde se le da valores reales con

incrementos iguales al parametro u,
tSul2 = Table[hParaboloidedD[{ul, u2, u3}], {u3, 0,2, 1/4}]

1
- — Cos[u2] Sinful], - +
163 4 16 3 4

1 l’_‘os[ull}

11 .
{te, 0, 0}, {— wia Sin[ul] 5in[u2], -

1 1 . 1 1 . 1 Cosf[ul]
{—— + = Sin[ul] Sin[u2], - —— - — Cos [u2] Sinful], - ——+ },
a3 2 443 2 443 2
ERET ) 343 ) 343 3cCosiul]
[—— p=51nul] Sinfu?], - —— - = Cos [u?] Sin[ul], - —— _}
4 16 a4 16 4

1 1 1
[—— +5inful] Sinfu2], - — - Cos[u2] Sinful], - — +Cus[u1;}
= T g )

Ve v
% 5 25 E 25 B Cos [ul]

{ — .~ Sin[ul] Sin[u2], -~ Cos[u2] Sinfull, -- . }
1643 4 1643 a 16 43 4
3143 3 3143 13 343 3cos(ul]

{ + - Sin[ul] Sin[u2], Cos [u2] Sin[ul], . }

2 4 r a 2
9 7 ) 19 7 _ 49 7Cos[ul]

{ — - Sin[ul] Sinfu?], - = = Cos [u2] Sinful], -- - 4 - }

1643 4 16 43 4 16 3 4
4 ; ; 4 ) 4

{ = .28in[ul] Sin[u2], - — - 2Cos[u2] Sin[ul], - — =2 Cos[ul] ”

NEY N V3

Luego lo graficamos

Show[ParametricPlot3D[tsul2 // Evaluate, {ul, 8, 2Pi}, {u2, -Pi/2,Pi/ 2},
PlotStyle » Opacity[0.4], Mesh -+ False, PlotPoints » {40, 35},
Boxed - False, Axes - False], Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5}1, PlotRange = All~

Figura 31. Familia de esferas en el Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



Teorema 6

En la familia de esferas basicas del Hiperparaboloide 4D

HParaboloide4D[{ul,u2,k}]={kSin[ul]Sin[u2],-kCos[u2]
Sin[ul], kCos[ul], k,} tienen sus centros en el eje x4, ademas el ra-

dio de laesferaesr =k
Demostracion.
El polo norte de las esferas en general es
polN=HParaboloide4D[{Pi/2,0,k}]={0,-k,0,k?}
El polo sur de las esferas
polS=HParaboloide4D[{-Pi/2,0,k}]={0,k,0,k*}
luego el centro es

_ polN + polS

- 2
> ={0,0,0, k*}

cen

todos los centros estan ubicados en el eje x4 ademas, el radio

lo obtenemos con

Sqrt[(cen — polN). (cen — polN)] =k
Teorema 7

En la familia de esferas basicas del Hiperparaboloide 4D

HParaboloide4D[{ul,u2,k}|={kSin[ul]Sin[u2],-kCos[uZ2]
Sinf[ul],kCos[ul], k. }

los polos de todas las esferas estan en una parabola.



Demostracion.

los polos norte son

P VUV, 4: » 6 Ve ’ 74 1Y% 4; " 6 Y, Wl Y, 4; ’ 6 ’
[ ’ 2- ’ Y 'Yy 1Y e }

los polos sur

~—{0000}{0101}{01011{0309}{0101}{05025]
A i b T e T i 0 e T

{03 09} {07 049} {0,2,0,4}
L i e T e

entonces la parabola que genera estos puntos es

Parabola[t] = {0, ¢, 0, t,}
los puntos se generan cuando t € [-2,2], con incrementos de %
también le aplicamos el programa de la seccion 1.6.4

PunCopla[pn]

Los puntos son coplanares

PunCopla[ps]

Los puntos son coplanares
PunCopla[Union[Partition[Flatten[{pn, ps}], 4]11]
Los puntos son coplanares

la cuestion geometria lo obtenemos mediante

gPoint = Graphics3D[{Hue[@], PointSize[@.02], Point /@¢ /@pn, Hue[@.75],
Point /@¢ /@ps}]

gparab = ParametricPlot3D[4[ {0, t, 0, t1]], {t, -2, 2}, PlotStyle > Hue[0.55] ]



Figura 32. Familia de esferas en el Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

2. Superficies que dependen de u u,
Generamos la siguiente lista
En este caso el parametro que toma valores es u,

tSul3 = Table[hParaboloidedD[{ul, u2, u3}], {u2, -Pi /2, Pi/2, Pi/8}]
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DEL PLANO CARTESIANO AL HIPERESPACIO

Show[ParametricPlot3D [t5ul3 // Evaluate, {ul, @, 2Pi}, {u3, 8, 2},
PlotStyle + Opacity[@.6], Mesh + False, PlotPoints + {40, 35}, Boxed » False.
Axas -+ Falsa], Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 5.5} 1, PlotRanga - All]

Figura 33. Familia de paraboloides 3D en el Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

3. Superficies que dependen de u,u,
En este caso el parametro que toma valores es u,

t5u23 = Table[hParaboloided4D[{ul, u2, u3}], {ul, ®, 2Pi, Pi/6}]
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Show[ParametricPlot3D[tSu23 // Evaluate, {u2, -Pi /2, Pi/2}, {u3, @, 2},
PlotStyle » Opacity[@.6], Mesh + False, PlotPoints + {48, 35}, Boxed + False_
Axes » False], Axes4D[{1.5, 1.5, 1.5, 3.5} 1, PlotRange - All]

Figura 34. Otra familia de paraboloides 3D en el Hiperparaboloide 4D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Conceptos fundamentales y reflexiones finales sobre
la visualizacion multidimensional

Para concluir este recorrido, es pertinente definir algunos
conceptos basicos que han subyacido a todo el desarrollo. Un
parametro es un valor numérico o dato fijo que se considera
en el estudio o analisis de una cuestion; en el contexto de la
geometria paramétrica, los parametros son las variables inde-
pendientes que permiten recorrer las curvas y superficies. La
programacion, entendida como el proceso mediante el cual las
computadoras reciben instrucciones para desempenar una ta-
rea especifica, es la herramienta que hace posible la implemen-
tacion de los algoritmos de visualizacion. La simulacion, por su
parte, es una técnica numérica para conducir experimentos en
una computadora digital, comprendiendo ciertos tipos de rela-

ciones matematicas y logicas necesarias para describir el com-



portamiento y la estructura de sistemas complejos (Goldsmith
& Mann, 1976). En este sentido, la simulacion es el proceso de di-
senar un modelo de un sistema real y llevar a término experien-
cias con él, con la finalidad de comprender el comportamiento
del sistema o evaluar nuevas estrategias (Shannon & Johannes,
1976). La hipersuperficie es una variedad n-dimensional con n >
2, que generaliza la nocion de superficie bidimensional, del mis-
mo modo que el hiperplano generaliza la nocion de plano. La in-
mersion, definida como una aplicacion diferenciable entre va-
riedades cuya diferencial es inyectiva en todo punto (Velezmoro
& Ipanaqué, 2015), es el concepto matematico que formaliza la
proyeccion de objetos de alta dimension en espacios de menor
dimension. Los puntos coplanares son aquellos que pertenecen
a un mismo plano; cabe recordar que 2 o 3 puntos cualesquie-
ra siempre son coplanares, pero al tener 4 o mas puntos, puede
que no lo sean. Finalmente, los puntos alineados son aquellos

que se encuentran sobre una misma recta.

En sintesis, el desarrollo de modelos de visualizacion para
espacios de dimension superior, apoyados en herramientas
computacionales como Mathematica, no solo enriquece nues-
tra comprension de la geometria abstracta, sino que también
proporciona un puente entre el rigor analitico y la intuicion es-
pacial. Las técnicas de inmersion, el analisis de coplanaridad
y el estudio de curvas y superficies en objetos como el hiperci-
lindro y el hiperparaboloide constituyen un campo fértil para
la investigacion futura, con potenciales aplicaciones en fisica
teodrica, graficos por computadora y educacion matematica. La

posibilidad de disefiar un modelo geométrico 5D para el estudio



de hipersuperficies cilindricas y paraboloides, y visualizarlos con
el software Mathematica, abre nuevas vias para la exploracion de
estructuras que, aunque distantes de nuestra experiencia sen-
sorial, son fundamentales para la comprension de las leyes que

rigen el universo matematico.
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La exploraciéon metodolégica de las
hipersuperficies en la quinta dimension




El estudio de objetos geométricos inmersos en espacios de
dimensionalidad superior requiere una aproximacion metodolo-
gica cuidadosamente estructurada que integre tanto los funda-
mentos tedricos como las herramientas computacionales necesa-
rias para su visualizacion y analisis. La naturaleza misma de los
objetos bajo investigacion —las hipersuperficies hipercilindricas
e hiperparaboidales en la quinta dimension— impone restriccio-
nes particulares sobre como deben ser abordados, ya que no es
posible recurrir a la observacion directa o a la experimentacion
fisica en el sentido tradicional de las ciencias empiricas. En este
contexto, la metodologia adoptada se inscribe dentro de un enfo-
que cuantitativo de caracter esencialmente formal y computacio-
nal, donde los objetos de estudio son entidades matematicas que
pueden ser descritas mediante ecuaciones, parametrizaciones y
transformaciones geométricas que se exploran sistematicamen-
te utilizando herramientas de calculo simbolico y numérico. Este
enfoque, ampliamente documentado en la literatura especializa-
da, ha demostrado su eficacia en investigaciones previas sobre vi-
sualizacion multidimensional (Velezmoro, 2019; Anto et al., 2020),
donde los autores han utilizado entornos de programacion avan-
zados para trazar hipersuperficies y analizar sus propiedades es-
tructurales. El disefio de la presente investigacion es de tipo no
experimental, en el sentido de que no se manipulan variables ni
se establecen condiciones controladas para observar efectos cau-
sales; mas bien, se trata de un estudio descriptivo que busca ca-
racterizar de manera exhaustiva las propiedades geométricas de
los objetos en cuestion, describiendo sus curvas paramétricas, sus
superficies basicas y sus comportamientos bajo diferentes trans-
formaciones. Este nivel descriptivo es apropiado cuando el obje-
tivo principal es la sistematizacion del conocimiento existente y

la generacion de nuevas representaciones visuales que faciliten



la comprension de estructuras matematicas complejas, tal como
lo han hecho investigadores en campos afines (Lone et al., 2016;
Escobar, 2023).

La construccion de un modelo geométrico pentadi-
mensional

La investigacion aplicada que aqui se describe se distingue
por su caracter instrumental, ya que no busca inicamente com-
prender las hipersuperficies en si mismas, sino que aspira a desa-
rrollar un modelo geométrico funcional que pueda ser utilizado
por otros investigadores, docentes y estudiantes para explorar
estos objetos de manera sistematica. Este modelo se fundamen-
ta en el software Mathematica, un entorno de programacion que
combina capacidades de calculo simbdlico, manipulacion numé-
rica y visualizacion grafica de alta calidad, lo que lo convierte en
una plataforma idonea para la geometria computacional de altas
dimensiones. Los sujetos de investigacion, en este caso, son las
propias hipersuperficies hipercilindricas e hiperparaboidales en
la quinta dimension, que constituyen el objeto formal de estudio
y que son abordadas como entidades geométricas definidas por
ecuaciones paramétricas y cartesianas. Estas hipersuperficies
representan una generalizacion natural de objetos tridimen-
sionales bien conocidos, como el cilindro y el paraboloide, pero
extendidos a un espacio de cinco dimensiones, lo que introduce
una complejidad adicional tanto en su representacion algebraica
como en su visualizacion grafica. El enfoque aplicado se justifica
por la necesidad de disponer de herramientas practicas que per-
mitan a la comunidad académica acceder a estas representacio-

nes sin requerir un conocimiento profundo de los fundamentos



matematicos subyacentes, democratizando asi el acceso a con-

ceptos avanzados de geometria diferencial y topologia.

El procedimiento metodologico seguido en esta investiga-
cion se estructuro en varias fases secuenciales, cada una de las
cuales contribuy6 al logro de los objetivos planteados. En primer
lugar, se logro identificar la informacion necesaria para realizar
la investigacion sobre el modelo geométrico 5D para el estudio de
las hipersuperficies cilindricas y paraboloides con Mathematica,
recurriendo a una amplia gama de fuentes bibliograficas que in-
cluyen apuntes especializados, articulos cientificos publicados en
revistas indexadas y libros de referencia en el campo de la geo-
metria computacional y la visualizacion matematica. Esta fase de
revision y recopilacion fue fundamental para establecer el estado
del arte y para identificar las técnicas y enfoques que habian sido
utilizados con éxito en investigaciones previas, evitando asi la du-
plicacion de esfuerzos y asegurando que la investigacion se asen-
tara sobre bases solidas. Entre las fuentes consultadas, destacan
los trabajos de Velezmoro (2019), sobre visualizacion de objetos
4D, el paquete 4DPlots desarrollado por Anto et al. (2020), para
trazar hipersuperficies implicitamente definidas, y las investi-
gaciones de Lone et al. (2016), sobre curvas de interseccion en R5,
todos los cuales proporcionaron orientacion metodoldgica y refe-

rentes conceptuales para el desarrollo del presente estudio.

A continuacion, se realizo un estudio exhaustivo sobre el
modelo para visualizar objetos 3D y 4D mediante inmersiones, lo
que implicé un analisis detallado de las técnicas de proyeccion
y los sistemas de coordenadas utilizados para representar obje-
tos de alta dimension en espacios de menor dimensionalidad.
Este estudio incluyo la inferencia de las ecuaciones del cilindro

y la parabola en tres dimensiones, asi como la extension de estos



conceptos a los hipercilindros e hiperparaboloides en 4D median-
te operaciones de rotacion en el espacio tetradimensional. Con-
secuencia de ello, se lograron estudiar las curvas paramétricas
de los objetos mencionados, identificando las familias de curvas
que surgen al fijar diferentes parametros y variando otros, lo
que permitio caracterizar la estructura interna de estos objetos
desde una perspectiva unidimensional. Ademas, se estudiaron
las superficies basicas de las hipersuperficies hipercilindricas e
hiperparabdlicas, que corresponden a las proyecciones bidimen-
sionales que se obtienen al fijar ciertos parametros y variar otros
dos, proporcionando una comprension gradual de la estructura
global del objeto a partir de sus componentes elementales. Este
enfoque reduccionista, que descompone objetos complejos en sus
constituyentes de menor dimension, es una estrategia metodo-
légica ampliamente utilizada en geometria computacional y ha
demostrado ser particularmente efectiva para la ensenanza de

conceptos abstractos (Facundo, 2023).

Como consecuencia de lo anterior, se logré formular las
ecuaciones de la inmersion que permitié hacer el estudio del hi-
percilindro y el hiperparaboloide en la quinta dimension, exten-
diendo las técnicas de proyeccion desarrolladas para objetos 3D
y 4D a un espacio de dimensionalidad aiin mayor. Esta extension
no fue trivial, ya que requirio la definicion de un sistema de coor-
denadas adecuado y la determinacion de los vectores directores
que permitieran proyectar objetos pentadimensionales en el es-
pacio tridimensional de visualizacion, preservando al maximo
las propiedades geométricas relevantes. El modelo de inmersion
desarrollado se basa en una generalizacion de los métodos te-
traédricos y ctbicos utilizados en investigaciones previas (Velez-

moro & Ipanaque, 2015), pero adaptado a las particularidades de



los objetos hipercilindricos e hiperparabdlicos, que presentan
simetrias y estructuras que requieren un tratamiento especifi-
co. Esta formulacion constituye uno de los aportes centrales de
la investigacion, ya que proporciona un marco unificado para la
visualizacion de una amplia clase de objetos pentadimensionales,
sentando las bases para futuras extensiones a dimensiones ain

mayores.

Herramientas computacionales y consideraciones éti-
cas en la investigacion geométrica

Para los calculos y las visualizaciones, se utilizo el softwa-
re Mathematica, el cual permitio obtener graficos con una buena
resolucion y un ahorro de tiempo en las demostraciones. La elec-
cion de este entorno de programacion responde a sus capacidades
avanzadas para el manejo de estructuras simbdlicas complejas,
su biblioteca extensa de funciones matematicas especializadas
y su potente motor de renderizado grafico, que permite generar
imagenes de alta calidad que pueden ser utilizadas tanto en pu-
blicaciones académicas como en materiales didacticos. Mathe-
matica facilita la implementacion de algoritmos de inmersion, la
generacion de curvas y superficies paramétricas, y la manipula-
cion interactiva de las visualizaciones, lo que permite a los inves-
tigadores explorar diferentes perspectivas y escalas sin necesi-
dad de reprogramar cada vez los procedimientos. Esta eficiencia
computacional es especialmente valiosa cuando se trabaja con
objetos en espacios de alta dimension, donde los calculos pueden
volverse rapidamente costosos en términos de tiempo de procesa-
miento y memoria, y donde la precision numérica es crucial para

evitar artefactos que distorsionen la interpretacion geométrica.



La utilizacion de Mathematica en investigaciones de geometria
computacional estd ampliamente documentada en la literatura
(Velezmoro, 2019; Anto et al., 2020; Facundo, 2023), lo que propor-
ciona un respaldo metodolégico y una comunidad de usuarios con
la que se pueden compartir experiencias y soluciones a problemas

comunes.

La investigacion se llevo a cabo con estricto apego a los prin-
cipios éticos que rigen el quehacer académico y cientifico, asegu-
rando la integridad de los procedimientos y la transparencia en
la presentacion de los resultados. En este sentido, se utiliz6 una
licencia del software Mathematica, financiada por la Universidad
Nacional de Piura para realizar la investigacion, lo que garantiza
que el uso del programa sea legal y que los derechos de propiedad
intelectual del software sean respetados. El empleo de licencias
institucionales es una practica comun en el Ambito académico y
constituye un requisito ético fundamental, ya que el uso no auto-
rizado de software propietario vulnera los derechos de los desa-
rrolladores y puede exponer a los investigadores a sanciones le-
gales y académicas. Ademas, el uso de software con licencia legal
asegura que los resultados obtenidos sean reproducibles por otros
investigadores que dispongan del mismo entorno computacional,
lo que contribuye a la transparencia y verificabilidad de la inves-
tigacion cientifica. En esta investigacion, se utilizan los libros que
aparecen en la bibliografia presentada como fuentes de consulta
y fundamentacion tedrica; sin embargo, los programas computa-
cionales disenados con el software Mathematica son propios de
los responsables de las tesis, lo que implica que el codigo desarro-
llado constituye una contribucion original al campo de estudio.
Esta originalidad es un aspecto ético relevante, ya que implica

que los autores no han recurrido a la copia o apropiacion indebida



de trabajos previos, sino que han generado nuevo conocimiento y
herramientas que pueden ser utilizadas por otros investigadores
en el futuro, siempre que se reconozca adecuadamente la autoria

y se citen las fuentes correspondientes.

La metodologia descrita, con su enfoque cuantitativo, su di-
sefo no experimental, su nivel descriptivo y su caracter aplicado,
constituye un marco adecuado para la exploracion sistematica
de las hipersuperficies hipercilindricas e hiperparaboidales en la
quinta dimension. La combinacion de una fundamentacion teo-
rica solida, procedimientos claramente definidos y herramientas
computacionales apropiadas permite abordar el estudio de estos
objetos abstractos con rigor y profundidad, generando resultados
que pueden ser comunicados de manera efectiva a la comunidad
académica. La visualizacion de objetos en espacios de alta dimen-
sion, aunque presenta desafios significativos, abre posibilidades
fascinantes parala comprension de estructuras matematicas que
trascienden nuestra intuicion espacial, y la metodologia aqui pre-
sentada proporciona un camino viable para continuar exploran-

do estos territorios inexplorados del conocimiento geométrico.
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El disenio de un modelo que permita visualizar entes geomé-
tricos en la quinta dimension constituye el niicleo central de esta
investigacion, representando un desafio que requiere la integra-
cion de conceptos avanzados de geometria, algebra lineal y com-
putacion grafica. Para abordar esta tarea, se ha considerado como
punto de partida el cubo centrado en el origen de coordenadasy
cuya longitud de los lados es 2, una eleccion que no es arbitraria
sino que responde a la necesidad de disponer de un objeto de re-
ferencia con simetrias bien definidas que facilite la proyeccion de
objetos de alta dimensionalidad. El cubo tridimensional, con sus
ocho vértices y sus aristas ortogonales, proporciona un marco na-
tural para extender las técnicas de visualizacion a dimensiones
superiores, ya que su estructura combinatoria puede generalizar-
se de manera sistematica al hipercubo en cualquier dimension.

Los vértices son:

Vert = {{1,11}, {-1,1,1}, {-1, -1,1}, {1, L1}, {1,1, -1}, {-1,1, -1}, {-1, -1,
-1}, {1, -1, -1}

Que representa todas las combinaciones posibles de coor-
denadas con valores +1 en las tres dimensiones espaciales. Estos
vértices definen las esquinas del cubo y constituyen los puntos
extremos que seran utilizados como referencia para la proyeccion
de objetos mas complejos en el espacio pentadimensional, de ma-
nera similar a como los vértices de un cubo tridimensional pue-
den utilizarse para definir proyecciones de objetos tetradimen-
sionales, tal como se ha documentado en investigaciones previas
sobre visualizacion multidimensional (Velezmoro, 2019; Anto et
al., 2020).

Los vectores unitarios que se toman en cuenta para la cons-

truccion del modelo son



) {1,-11} {1,-1,-1}
el e2,e3,e4,e5 = 4{1,0,0}{0,1,0} {0,0,1}, ——=—, = ;
V3 V3

Donde los tres primeros corresponden a los ejes coordena-
dos estandar del espacio tridimensional, mientras que los dos
ultimos son combinaciones lineales normalizadas que permiten
proyectar las dimensiones cuarta y quinta en el espacio de visua-
lizacion. La eleccion de estos vectores especificos, que involucran
las raices cuadradas de 3 en el denominador, garantiza que los
vectores sean unitarios y que la proyeccion resultante conserve
las propiedades métricas de los objetos originales en la medida
de lo posible, minimizando las distorsiones que inevitablemente
surgen al reducir la dimensionalidad. La disposicion de estos vec-

tores en el cubo se puede apreciar en la siguiente figura.

Figura 35. Modelo geométrico 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Este modelo presenta una modificacion significativa respec-
to al modelo que se uso en la tesis de Escobar (2023), quien desa-
rrollé un enfoque basado en Octave para la visualizacion de obje-
tos en espacios de alta dimension. La modificacion introducida en

el presente trabajo permite tener una mejor apreciacion de las fi-



guras que seran objeto de estudio, ya que optimiza la distribucion
de los ejes proyectados en el espacio tridimensional, reduciendo
las interferencias visuales y mejorando la claridad de las repre-
sentaciones graficas. Esta mejora es particularmente relevante
cuando se visualizan objetos complejos como el hipercilindro y el
hiperparaboloide en la quinta dimension, cuyas estructuras in-
trincadas requieren una proyeccion que preserve al maximo sus
caracteristicas distintivas. La experiencia acumulada en investi-
gaciones previas (Lone et al., 2016; Facundo, 2023), ha demostra-
do que la eleccion del sistema de proyeccion es un factor critico
que determina la utilidad de las visualizaciones generadas, y la
modificacion propuesta en este modelo responde a las lecciones
aprendidas de esos trabajos, incorporando ajustes que han sido
validados mediante la experimentacion con diferentes configura-

ciones de vectores directores.

La inmersion como herramienta fundamental para la
visualizacion pentadimensional

La funcién de inmersion de 5D en 3D constituye el mecanis-
mo central que permitira bajar las ecuaciones de la dimension
quinta a la tercera dimension, y asi poder obtener informacion
grafica, la cual mediante observacion y un analisis exhaustivo de
las ecuaciones permitira determinar de qué objetos geométricos

se tratan.
La ecuacion se define mediante

W{x, x, X, X, Xx.}] =xe, +x,e,+x.e, +x,e, +x.e.



La cual explicitamente es
X4 Xy Xs X4  Xs

& Xs .. Xa X . Xy X5
QJ[{X1.X2,X3,X4,X5}]—{X1+\/§+\/§,x1 7 \/g.xj \/§+\/§}

Con el software Mathematica lo definimos mediante

Y[{xI , x2 ,x3 , x4 , x5 }] t={x1,x2, x3,x4, x5}.{el, e2, e3, e4, e5}

Ul {xl, x2, x3, x4, x5}]

[ x4 x5 x4 x5 x4 x5 1
I)(1 + + X2 - - x3 - + I

—

NERNEN V343 NERERYE

Esta transformacion lineal, que puede ser representada
mediante una matriz de 3 filas y 5 columnas, proyecta cualquier
punto del espacio pentadimensional en un punto del espacio tri-
dimensional, permitiendo asi su representacion grafica en una
pantalla o en una imagen impresa. La estructura de la transfor-
macion revela que las coordenadas primera, segunda y tercera
contribuyen directamente a las componentes correspondientes
del espacio de proyeccion, mientras que las coordenadas cuarta
y quinta se distribuyen entre las tres componentes, mezclando-
se de manera que sus efectos sean visibles en todas las direccio-
nes del espacio tridimensional. Esta mezcla es esencial para que
las dimensiones adicionales no queden ocultas en la proyeccion,
como ocurriria si se utilizara una proyeccion ortogonal simple
que simplemente descartara las coordenadas cuarta y quinta,
lo que haria invisible cualquier estructura que dependa de ellas.
La implementacion de esta transformacion en el software Mathe-
matica se realiza mediante la definicion de una funcion que toma
como argumento una lista de cinco nimeros reales y devuelve
una lista de tres nimeros, lo que permite aplicar la inmersion a

cualquier objeto paramétrico definido en el espacio pentadimen-



sional, como las curvas y superficies que se estudiaran en las sec-

ciones siguientes.

La inmersion asi definida tiene propiedades matematicas
importantes que merecen ser destacadas. En primer lugar, esuna
transformacion lineal inyectiva cuando se restringe a un subes-
pacio de dimension 3, lo que significa que puntos diferentes en
el espacio pentadimensional pueden proyectarse al mismo punto
en el espacio tridimensional, una consecuencia inevitable de la
reduccion de dimensionalidad que debe ser tenida en cuenta al
interpretar las visualizaciones. En segundo lugar, la transforma-
cion preserva las combinaciones lineales, de modo que las curvas
paramétricas que son combinaciones lineales de vectores base
se proyectan como curvas que son combinaciones lineales de las
proyecciones de esos vectores, lo que simplifica el analisis de las
propiedades geométricas de los objetos visualizados. En tercer
lugar, la transformacion es continua y diferenciable, lo que ga-
rantiza que las proyecciones de objetos suaves sean también obje-
tos suaves, sin la aparicion de singularidades o discontinuidades
espurias que pudieran confundir al observador. Estas propie-
dades, que son comunes a todas las inmersiones lineales, hacen
que la transformacion propuesta sea adecuada para el propoésito
de visualizacion, proporcionando representaciones que, aunque
inevitablemente distorsionadas, mantienen una corresponden-
cia topolodgica con los objetos originales que permite un analisis

geométrico significativo.



El hipercilindro pentadimensional y sus propiedades
estructurales

La ecuacion del hipercilindro 5D en forma paramétrica vie-
ne dada por

HipeCili5D[{ul,u2,u3,u4},R]={RCos[u3]Sin[ul]Sin[u2],-
RCos[ul]Cos[u3]Sin[u2], RCos[u2]Cos[u3], RSin[u3], u4}

lo que en cartesianas viene dado por

x1%2 + x22+x3%2+x4?=R? ,x5 € R

Demostracion.

Para encontrar la ecuacion del Hipercilindro 5D se necesita
definir la rotacion respecto al hiperplano generado por los ejes x.,
X, ¥ X

El cual viene dado por

Rotx3x4x5[& ] 1= {{Cos[&], -Sin[#], @, @, B}, {5in[#], Co5[~], 0,0, 8},
{e,e, 1, e, @}, {0, e, o, 1, 0}, {@, 0,0, @, 11}

La cual escrita en forma matricial es

Rotx3x4x5[8] // MatrixForm

{Cos[8] -Sin[8] © © © )
sin[e] Cos[e] © @ ©
0 0 10 0
0 0 010
. e 0 00 1)

Ahora bien, si tenemos en cuenta la definicion del Hiperci-
lindro 4D dada en la seccion 2.2.5 definimos el Hipercilindro 5D
mediante

HipeCiliSD[{ul , u2 ,u3 ,ud }, R ]:=
Rotx3x4x5 [ul]. (Prepend [HipeCilidD[{u2, u3, ud}, R], @])



Ahora veamos la ecuacion en forma explicita
HipeCiliSD[{ul, u2, u3, ud}, R]
[RCos[u3] Sin[ul] Sin[u2],

-RCos[ul] Cos[u3] Sinfu2], RCos[u2] Cosfu3]l, RSin[u3l, udl
Por otra parte, se tiene de la ecuacion obtenida

HipeCili5D[{u2+Pi/ 2, ul, u3, ud}, R][11%+
HipeCiliSD[{u2 +Pi /2, ul, u3, ud}, R][2]%+
HipeCili5D[{u2 +Pi /2, ul, u3, ud}, R][3]%+
HipeCili5D[{u2 +Pi /2, ul, u3, ud}, R1 1412 // Simplify

R2

En consecuencia, se tiene que en coordenadas cartesianas la
ecuacion el Hipercilindro 5D es
x?+x3+x2+x?=R? xs€R

Ahora bien, si aplicamos la inmersion

hipeCili5D[{ul , u? , u3 , ud }, R ] := §i[HipeCiliSD[{ul, u2, u3, ud}, R]]

Luego calculamos explicitamente la ecuacion que nos permi-

tira explora al Hipercilindro en la quinta dimension.

hipeCiliSD[{ul, u2, u3, ud}, R]

[ ud RSin[u3]
— +R Cos[u3] Sin[ul] Sin[u?] + — )
V2 3
. RSin[uid] ud R%in[u3] 1
-RCos[ul] Cos[u3] Sin[u2] -————, — +RCos[u2] Cos[u3] - ——— I
V3 V2 R

Las curvas paramétricas del hipercilindro pentadi-
mensional

En este caso se construye una lista dando valores a los para-
metros de tal manera que las ecuaciones dependan solamente del

parametro u,.



curvul -
Union [
Partition[Flatten[Table [hipeCiliSD[{ul, u2, u3, ud}, 1],
{u2, -Pif2,Pi/2,Pi/8}, {u3, @, 2Pi,Pi/8}, {ud, 9, 4,1/2}11,311:
Esta lista es muy extensa, de tal modo que no se presentara,

sin embargo, si mostramos el grafico correspondiente

gcurvul = ParametricPlot3D[curvul // Evaluate, {ul, -Pi/2,Pi/2};
Boxed - False, Axes - False, PlotStyle » Thickness[©.@0€001]]

Figura 36. Los paralelos involucrados en un Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Los paralelos en realidad pertenecen a esferas que estan ra-

dicando en el Hipercilindro 5D
Las curvas u2 - paramétricas.

En este caso se construye una lista dando valores a los para-
metros de tal manera que las ecuaciones dependan solamente del

parametro u,.

curvul =
Union|[
Partition[Flatten[Table [hipeCili5D[ {ul, u2, u3, ud}, 1], {vl, -Pi/2,Pi /2, Pi/8},
{u3, =Pi/2,Pi/2,Pi/8}, {ud, @, 4,1/2}11, 311;

No se muestra la lista por lo extensa que es, pero mostramos

la grafica de los objetos geométricos involucrados mediante



geurvu2 = ParametricPlot3D[curvu2 // Evaluate, {u2, -Pi, Pi}, Boxed = False.
Axes -» False, Plot5tyle » Thickness [@.880081] ]

Figura 37. Meridianos en cada esfera que habitan en un Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Podemos hablar de polos sub locales, que estan en cada una

de las circunferencias observadas.
Las curvas u, - parametricas

En este caso se construye una lista dando valores a los para-
metros de tal manera que las ecuaciones dependan solamente del
parametro u,.

curvul -
Union[
Partition[Flatten[Table [hipeCili5D[{ul, u2, u3, ud}, 1], {ul, ®, 2Pi, Pi/ 8},
{u2, -P41, Pi, P1i/8}, {ud, 8,2, 1/4}11, 3113

Tampoco se muestra la lista, pero si la figura correspondien-

te a los objetos geométricos involucrados

geurvu3 = ParametricPlot3D[curvu3 // Evaluate, {u3, -Pi/2,Pi/2},
Boxed - False, Axes - False, PlotStyle = Thickness[@.0000081] ]



Figura 38. Polos locales en cada Hiperesfera 4D que habitan en un Hiperci-
lindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Podemos hablar de polos locales, que estan en cada una de
las hiperesfera 4D observadas.

Las curvas u, — parametricas.

curvud =
Union|
Partition[Flatten[Table [hipeCilisD[{ul, u2, u3, us}, 1],
{ul, -Pi/2,Pi/2,Pi/4}, {u2, -Pi, Pi, Pi/4}, {u3, -Pi/2, Pi/2, Pi/8}]],
3115
Analogamente se construye una lista usando el comando Ta-
ble dando valores a los parametros de tal manera que las ecuacio-

nes dependan solamente del parametro u,.
No se muestra la lista, pero si la figura correspondiente a los

objetos geométricos involucrados

geurvud = ParametricPlot3D[curvud // Evaluate, {u4, 0, 4}, Boxed -» False_
Axes - False, PlotStyle = Thickness[©.00000111



Figura 39. Rayos pertenecientes a hipercilindros 4D que habitan en un
Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Otras curvas en el Hipercilindro 5D

En este caso tomaremos la decision de que u, = 40t , u, =t los
otros dos parametros tomaran valores especificos, como se mues-

tra en el siguiente codigo.

HipeCili5D[{4@ t, t, u3, u4d}, 1]

[Cos[u2] 5in[t] Sin[4@t], -Cos[40 t] Cos[ul] Sin[t], Cos[t] Cos[ul], Sinfu3l, ud}
A esta le aplicamos la inmersion.

hipeCili5D[{4@ t, t, u3, ud}, 1]

ud Sinfu3]
{— +Cos[u3] Sin[t] Sin[4@1t] + ,
2 3
. Sinfu3] w4 Sin[u3]~|
-Cos[40t] CosTu3d] Sinft] - ———, — +Cos[t] Cosfu3] - —0 1
NE! V2 A3

Generamos la lista

£C1 -
Union|[
Partition[Flatten[Table [hipeCiliSD [ {ul, u2, u3, ud}, 17,
fud, -P1/2,Pi/2,Pif4}, {u4,0,4,1/2}11,311/.{ul—+40t, u2-»tj}:



DEL PLANO CARTESIANO AL HIPERESPACIO

Ahora veremos la grafica mediante

gtCl = ParametricPlot3D[tCl1 // Evaluate, {t, @, Pi}, Boxed - False,
Axes -» False, PlotStyle - Thickness[©.0801]]

Figura 40. Hélices esféricas dentro de esferas 3D que habitan en un Hiperci-
lindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

En este caso tomaremos la decision de que u, =t , u, =40t los
otros dos parametros tomaran valores especificos, como se mues-

tra en el siguiente codigo.

HipeCili5SD[{ul, u2, u3, ud}, 1]

[Cos[u3] Sin[ul] Sin[u2], -Cos[ul] Cos[u3] Sin[u2], Cos[u2] Cos[u3], Sin[u3], ud}

Le aplicamos la inmersion

hipeCiliSD[{ul, u2, u3, ud}, 1]

ud Sin[u3]
[— +00S[U3] Sin[ul] Sin[u?] =

2 \3

Si 3 4 S1 E)
il Led 2 Cos[u2] Cos[u3] _2inlusly

Bz i

-Cos[ul] Cos[u3] Sin[u2] -
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Generamos la lista

t€2 =
Union[
Partition[Flatten[Table [hipeCiliSD[{ul, u2, u3, ud}, 1],
{u3, -P1/2,Pi/2,Pi/4},{ud,98,4,1/2}711,311 /. {ul+ t,u240t):

El grafico lo obtenemos mediante

gtC2 = ParametricPlot3D[tC2 // Evaluate, {t, -Pi/2, Pi/ 2}, Boxed = False.
Axes - False, PlotStyle = Thickness[@.8001]]

Figura 41. Meridianos dentro de esferas 3D que habitan en un Hipercilindro

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Consideramos otras curvas

CurvaC5 = HipeCili5D[{2, 3¢, t, 2}, 1]

[Cos[t] Sin[2] Sin[3t], -Cos[2] Cos[t] Sin[3t], Cos[t] Cos[3t], Sin[t], 2]
Con la inmersion

hipeCiliSD[{2, 3¢, t, 2}, 1]

[Vo+

Sin[t]

Sin[t]

+Cas[t] Sin[?2] Sin[3t],
3

. Sin[t] 1
-Cos[2] Cos[t] Sin[3t], -6+Cos[t] Cos[3 ] - i
3 3
gCurvaC5 = ParametricPlot3D[hipeCilisSD[ {2, 3 t, &, 2}, 1], {t, -Pi, Pi}
PlotStyle » Hue[0.751]




Figura 42. Grafico de la Curva Cb.
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Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

CurvaC6 = HipeCiliSD[{2, 4t, t, 2}, 1]

[Cos[t] Sin[2] Sin[41t], -Cos[2] Cos[t] Sin[4t], Cos[t] Cos[4t], Sin[t], 2}
hipeCili5D[{2, 4t, t, 2}, 1]

[ Sin[t]
12 +Cos[t] Sin[2] Sinjat],
L =Y :
43
Sin[t] . - Sin[t]
Cos[2] Cos[t] Sin[4%], /2 +Cos[t] Cos[4t] —
v3 7
gCurvalé = ParametricPlot3D [hipeCiliSD[ {2, 4, t, 2}, 1], {t, -Pi, Pi}
PlotStyle —» Hue[8.757]

V3



Figura 43. Grafico de la CurvaCBs.
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Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

CurvaC7 = HipeCiliSD[{2, 5t, 3t, 2}, 1]
[Cos[3t] Sin[2] Sin[5t], -Cos[2] Cos[3t] Sin[5t], Cos[3t] Cos[5t], Sin[3t], 2}

hipeCili5D[{2, 5+, 3t, 2}, 1]

(= Sin[3t] ] )
fN? o+ +Cos[3+] Sin[?2] Sin[51t],
| =y
L NEY
S5in[3t] i i ~ Sin[3+t],
-——— -Cos[2] Cos[3t]5in[5t], +2 +Cos[3t] Cos[Ot] -———— ¢
\'(3_ \."i .

gCurvaC7 - ParametricPlot3D[hipeCili5SD[{2, 5t, 3 t, 2}, 1], {t, -Pi, Pi}.
PlotStyle -+ Hue[@.751]



Figura 44. Grafico de la CurvaC7.
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Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Las Superficies uiuj,i, j=1,2,3,4 paramétricas en el Hiperci-
lindro 5D

En este contexto hay seis familias de superficies las cuales
vienen determinadas por el apareamiento de los parametros in-

volucrados en la definicion de la Hipercilindro 5D.

{wu,uu,uu

1722 uu u2u4’u3u4}

1% %%

1. Lassuperficies u,u, en el Hipercilindro 5D.
HipeCili5D[{ul, u2, k1, k2}, 1]

[Cos k1] Sin[ul] Sin[u2], -Cos[k1] Cos[ul] Sinfu2], Cos[k1] Cos[u2], Sin[kl1], k2}
Con la inmersion

hipeCili5D[{ul, u2, k1, k2}, 1]

r k2  Sin[kl] i .
1=+ —— +Cos[k1] Sin[ul] Sin[u2],
A2 V3
Sin k1] 4

Sin|kl] ) k2
- ———— ~Cos k1] Cos[ul] Sin[u2], — +Cos k1] Cos[u2] -
V3 V2 V3




Luego generamos la lista
sur =
Partition|
Flatten[Table[hipeCiliSD[{ul, u2, k1, k2}, 1], {k1, -Pi /2, Pi/2, Pi/8},
[k2,8,4,1/2}11, 313

Ahora la grafica

ParametricPlot3D[sur // Evaluate, {ul, -Pi/2, Pi/2}, {u2, -Pi, Pi},
PlotStyle - Opacity[0.411

Figura 45. Esferas en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las esferas se encuentran apinadas, y la cantidad es infinita.

Ahora vamos a mostrar una seleccion de dos familias de es-
feras que estan en el Hipercilindro 5D y son familias de esferas

paralelas todos tienen el mismo radio.

Para ello consideramos la siguiente lista
Length[surll]

Surll = Table[hipeCiliSD[{ul, u2, ki, k2}, 1], {k1, -Pi/2,Pi /2, Pi/8}.
{k2, 8, 4, 1/2}1;

9

La primera sub lista, teniendo en cuenta la inmersion es

surll1]



111 1 1 1 1 14 (1 1 1 1 1
(- —= =} R e
A3 W3 A3 S22 V3 W3 242 A3 Sa2 Vi N3 A2 V3
. W RS- DU
B RN R R BN R E NERRE) NER
I:.J_l 1,J+1"{3_1 ?-3‘1}
242 43 A3 242 A3 W23 43 W2 43
7 11 7 1 _ 1 — 1,
|r__‘ = —+— ,{2'\"f -—,_;—;2\2'7’]{
242 43 43 242 43 NEREETE! ER
Y la novena
surlle]
1 1 1
rr Pl Pl Jl
LL,\l,r—1 \."_1 \."_1‘
P 1 1 1 1 (1 1 1 1 1,
1 M R ,_'_.—]‘:|—_+7J—7J—_‘—_u
242 A3 A3 242 BNz A3 43 Az 4B
;3 1 1 14 1 1 1
1 R R — = J.1\-2+ ek T £ it
Y242 ERR Ry e NE] NE E]
(., s _Ll_{i+il_ili_i .
Lay2 3 V3242 B3l bya o a Y32 3
7 1 1 7 1 — 1 1 .
[— o —,-—, = PR LR R B
Lay2 37 3 242 3T NERN NERE

En ambos casos los elementos de las sub listas son ternas de

nuameros.

Ahora consideramos la segunda y la octava sub lista. Y apli-

camos dos codigos para obtener sus graficas

s1 = ParametricPlot3D[surll[2] // Evaluate, {ul, -Pi/2, Pi/2}, {u2, -Pi, Pi},
Boxed -+ False, Axes = False]

s2 = ParametricPlot3D[surll[8] // Evaluate, {ul, -Pi /2, Pi/ 2}, {u2, -Pi, Pi},
Boxed - False, Axes =+ False]

Show[sl, 52, PlotRange = A1l]
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Figura 46, Dos familias de esferas en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Luego se muestra junto a las curvas paramétricas

Show[sl, s2, gcurvu2, PlotRange = All]

Figura 47. Dos familias de esferas junto al Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Los centros de las familias de cilindros mostradas estan en
un plano. Vamos a justificarlo lo polos norte de la familia de esfe-

ras Surll[[2]] se obtienen mediante

pnl = Surllf2] /. {ul-=0, u2--Pi/2}



(ol il oy ol o el ]
Ys ot a w5 hye v 837 5
{1'__ (u)’l_';:‘{‘u:’l_ij o |'—'I, :L_ljus’[_‘ “{ 3 Cusli:,wsli: bml_, 3 (Jusl‘]
V2 V3 L] V3 22 V3 V3 8 242 43
. ljus._'-_i Cusl'_ " Cus:"] 5 Lusl‘l Cos | oy 5 (ual"]
e -l I U o 8 v i - P R
f_‘_cos[a Cos[sl_ m[:] _] Cos[: IL_COSI— Cos[%t_gml'___ 7 ICus[‘l
bz NERR Y 8" 2 G RN 1 8 242 V3
Cos = Cos | = - Cog
Iy -al |a Y 0
{2 \Vi- g . _51»[ ~l, 242, 5 }}

los polos sur de la de esferas Surl1[[2]] se obtienen mediante

) cos[:- (05[5] o L'os[:-_ 1 cos[:- cos[il 1 cos-—'-_
,{.—",—".Siul—|, "'.,{—-—'-,—"-Sinl —_— 2]
: NEY V3 8 3 242 VE] V3 242 V3
{ 1 (os_‘i‘_ cos[é‘_ ‘Sin['___ 1 'Los_;_] (3 Cos[s_ (US[i] .Sin[:] 3 Eos[gl\'
vz MR 8" 2 EREERL Y YR 8" 242 Va
) rmli] cos| 2] _— cos| 2] « cos|Z] l’.n\l:i P cmll'
[z U; . '\"—-3.- -sin[ 2], V2 1,"-3.- [ {2 :Z ,\.r-;' \.':- -sin[2 ], T '\.";. I
{_;_fn-.l:;i_, Cos[ 2 nn[;_ , _;? m-.!:;_‘} ﬁ ) rm[; , cas[ 2] .“n[s|‘ ﬁ (m[;;]‘._
W R W W W Vi V3
{z \5_(05!_‘3' C05|_;| sm[i]' 2 i Cosi_a]
NE] 43 8 43

los centros de las esferas Surll[[2]] se obtienen mediante
cenl = (pnl+psl) /2 // FullSimplify

[r ;
w5 NS
[1 ( 1 ZCusl;] (Us['_'J 3+ 43 Chl_l J . 1 Cusl I Cusls] 1 Cusl;]
L2 NF) NE) ’ V3 642 N V3 NE) 2 B 3 }‘
o3 (nql—] (nq[;—:J 3 +(nql£j] (G l’.at:['é—:‘. (nqlgj 5 qul—]
242 33 \‘G 242 NE) J \lq \"5 Y3
;s Cosl—] Cos[i] g Cns[;]} {L_Ccs[; CGS[; 3 Ccs[;
L2 42 VE W3 242 . 3 ! Y 43 ! W3 ! NF) . 3 "
o7 (nql—] (nq[:—'J 7 (nﬁlgj] [2\.(2 (nqli] (aniJ 2\.llz+rn=. g]
27 B oavr B ER V3

los polos norte de la familia de esferas Surl1[[8]] se obtienen

mediante

pn2 =Surll8] /. {ul=s@,u2-sPi/2}



{Lu:[ Lu:[—] qm[, (.o::;] [ *(.oa_i: Lu>[] Si“l Pl Eus[i?}
NE 1 8 I L Y R el PRI
(1 .{m[.] _(u\[E:_ [1] 1 ('u\[" { 3 .('n\[i: _[:n-: ]-51n[f- 3 I:u\[i]}
Lz NE) W3 80z 3 242 V3 A3 B 24z N
{\5 ) (DS[;- _Los[:] . "[: ' (os[ { 5 LosL ) _Los[ ] _sm[ 5 Cos_‘_ ]
NEY A3 A3 247 A3 NEY 247 43
oli] ] e s bl el el el
Y2 LF] W3 B2 3 242 LE] V2 LA W3
0 Cn=| rm[a| e ~ (n<|:_‘]
1 — = —.m[— 242 = =1
w3 N3 8 W3

los polos sur de la familia de esferas Surll[[8]] se obtienen

mediante

ps2 =Surll[8] /. {ul=0, u2z - -Pi/2}

IL(:.-.[H ' [:m[i] -Sin[r". (u\;i] w, 1. '(n\::: . (Z(n[i] -s.in|F" . 1. [:m.[

B 8! W37 ta 3 3 8 242 V]
{i—ltos[ ]J_l’.us[‘- _51,‘[ ] _t‘os'[_E:‘I‘{ j—.t'us'[_" ’_Los':_i] .Hn['___ ’;__Cos'[_;]}
A ] VE] RERER V3 \E] B gz \E]
{u'i.(mr[;'_ {w.[ ]'sm ) (n\[i-;.{ 5 '(:nm[i-. ::u-li] 'Sjn[ﬁ_ 5 [:n--il:l

NE3 : W34 ha a2 A3 NE] B 242 43
{i—lcosli]‘_tus[_;. .gin[’_—'],__cus[::',‘{ J—‘(‘Ds[ I)_Eosj] ISin[:_,;__Los'[_i]}-
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cen2 = (pn2 +ps2) /2 // FullSimplify
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las graficas se obtienen mediante

gpnl = Graphics3D[ {Green, Point5ize[@.827, Point /@pnl /. {ul 5@, u2 = Pi/ 2} }]
gpsl = Graphics3D[ {Blue, PointSize[@.82], Point /@psl /. {ul - @, u2 = P1i /2}}]
gpn2 = Graphics3D[{Hue[B.55], Point5ize[0.€2], Point /@ pn2}]

gps2 = Graphics3D[ {Hua[@.75], PointSize[@.62], Point /@ ps2}]

Los centros

geenlcen? = Graphics3D[{Hue[8], Point5ize[8.02], Point /@ cenl, Point /@cen2}]

el plano de los centros

raectangulo =
Graphics3D[ {Hue[8.15], Opacity[8.6], Polygon[{cenl[1], cenl[9], cen2[9], cen2[11}].
Point /@cenl, Point /@cen2}]

Show[gcenlcen2, rectangulo]

Figura 48. Polos norte y sur de las esferas en Surl1[[2]]y Surl1[[8]].
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Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

todo junto se muestra mediante

Show[gpnl, gpsl, gpn2, gps2, gcenlcen2, rectangulo]



Figura 49. Polos norte y sur de las esferas y el rectangulo que los contiene.
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Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Por si hubiera alguna duda de que los centros son coplanares

aplicamos

PunCopla[Partition[Flatten[Table[{cenl[i], cen2[i]}, {i, 9}] //N], 31]

Los puntos son coplanares

Por otra parte, la familia de esferas que estan en la siguiente

lista
surll[5]

{{Sin:ul: Sinfu2], -Cos[ul] 5infu2], Cos[u2]}l,

1 1
[ +sin[ul] sin[u2], ~Cos [ul] Sin[u2], —— +Cos[u2]}.

242 242
i 1 4
1= +<5inful] 5infu2], -Cos [ul] Sinfu2], —— +Cos [u2] },

42 V2 l
[_3 . . . 3 ]
i — +51n[ul] Sinfu2], -Cos[ul] Sin[u2], — 4 Cosfu?jj_

242 242

[V2 +5in(ul] Sinfu2], -Cos[ul] Sin[u2], +/2 «Cos[u2]},

[

5
— +5in[ul] Sin[u2], -Cos[ul] Sinf[ul], —— + Cosfu2:JA_
242 22

3 3 1
{- — +53in[ul] Sin[u2], -Cos[ul] S3infu2], —— +Cos[u2] },
y? W2 i

7 7

[ — +5in[ul] Sinfu2], -Cos[ul] Sin[u2], — + Cosjqu}_
242 242

{2 V2 +sin[ul) Sin[u2], -Cos [ul] Sin(u2], 2 V2 +Cos [u2] ]I



Graficamos

53 = ParametricPlot3D[surll[5] // Evaluate, {ul, -Pi/2, Pi/2}, {ul, -Pi, Pi};
Boxed - False, Axes - False]

Show[s3, gcurvu2, PlotRange - A1l

Figura 50. Familia de esferas junto al Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

2. Las superficies u u en el Hipercilindro 5D.

En este caso se varian los parametros u, y u,, de tal manera
que las ecuaciones que quedan estén en funcion de los parame-
trosu, yu,

HipeCili5D[{ul, k1, u3, k2}, 1]

[Cos[u3] Sin[k1] Sin[ul], -Cos[ul] Cos[u3] Sin[k1], Cos[k1] Cos[u3], Sin[u3], k2}

Con la inmersion

HipeCili5D[{ul, Pi /4, u3, Pi/ 3}, 1]

[qu[u'-l] Sin[ul] Cos[ul] Cos[u3d] Cos[u3d] A m
1 . , ,sln[u3],—].
V2 V2 V2 3

hipeCili5D[{ul, k1, u3, k2}, 1]

k2 Sinfu3]
{— +Cos[w2] Sin[kl1] Sin[uwl] + N

vz 3

Sin[u3] k2 Sinfu3]

y — +Cos|kl] Cos[u3] -

N 7

o

-Cos [ul] Cos|u3| Sin k1] -



Luego generamos la lista

sur? =
Partition [Flatten[Table[hipeCili5D[{ul, k1, u3, k2}, 1], {k1, -Pi, Pi, Pi /4},
{k2,0,4,1/2}11,31;
Ahora la grafica

ParametricPlot3D([sur2 // Evaluate, {ul, -Pi/2,Pi/2}, {u3, -Pi/2,Pi/2}.
PlotStyle —» Opacity[@.4], Axes + False, Boxed -+ False]

Figura 51. Esferas en Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las esferas se encuentran apinadas, y la cantidad es infinita,

légicamente aca se muestran algunas.
3. Las superficies u u, en el Hipercilindro 5D.

En este caso se varian los parametros u, y u,, de tal manera
que las ecuaciones que quedan estén en funcion de los parame-

trosu,yu,
HipeCiliSD[{ul, Pi /4, Pi/ 3, ud}, 1]
{Cos[k2] Sin[k1] Sin[ul], -Cos[k2] Cos[ul] Sin[k1], Cos [k1] Cos [k2], Sin[k2], ud}
Caso particular

HipeCili5D[{ul, Pi /4, Pi/ 3, u4}, 1]

sinful]  cCos[ul] 1 43 X
[ = =T
242 242 242 2

-



Con la inmersion
hipeCiliSD[{ul, Pi/4, Pi/3, ud}, 1]

Luego generamos la lista

surld =
Partition[Flatten[Table[hipeCiliSD[{ul, k1, k2, ud}, 1], {k1, -Pi, Pi, Pi /8}.
{k2, -Pi/2,Pi/2,Pi/B}11, 31;

Ahora la grafica

ParametricPlot3D[sur3 // Evaluate, {ul, -Pi/2, Pi/2}, {u4, @, 4}.
Plot5tyle - Opacity[@.4], Axes - False, Boxed » False]

Figura 52. Cilindros en Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Los cilindros estan apinados, y la cantidad es infinita, 16gi-
camente aca se muestran algunas.

4. Las superficies u,u, en el Hipercilindro 5D.

En este caso la familia esta determinada por

HipeCili5D[{kl, u2, u3, k2}, 1]

[Cos[u3] Sin[k1] Sin[u2], -Cos[k1] Cos[u3] Sin[u2], Cos [u2] Cos[u3], Sin[u3], k2}

Tomamos el caso particular

HipeCili5D[{Pi, u2, u3, Pi}, 1]



(@, Cos[u3] Sinf[u2], Cos[u2] Cos[u3], Sin[u3], m}

Con la inmersion

hipeCiliSD[{Pi, u2, u3, Pi}, 1]

m Sin[u3] Sin[u3] =« Sin[u3] 1
— % p , Cos[u3] Sin[u2] - » —— +Cos[u2] Cos[u3] - I
2 V3 V3 V2 V3

luego el grafico

glu2u3 = ParametricPlot3D [hipeCiliSD[ {Pi, u2, u3, Pi}, 1], {u2, -Pi/2, Pi/2}.
{u3, 8, 2Pi}, Plot5Style - Opacity[@.8]]

Figura 53. Esfera en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

Otra superficie es

HipeCili5D[{Pi /2, u2, u3, Pi/ 4}, 1]

=

{Cos[uB] Sin[u2], @, Cos[u2] Cos[u3], Sin[u3], —;

L ar

Con la inmersion

P o Sinfu3] Sin[u3] a Sin[u3]]

|~ +Cos[u3] sinfu2] + ————, - ————, —— 1 Cos[u2] Cos [u3] - ———
142 43 V3 142 V3

g2u2u3 = ParametricPlot3D [hipeCiliSD[{Pi/2, u2, u3, Pi/4}, 1], {u2, -Pi 2, Pi 2},
{u3, @, 2Pi}, PlotStyle ~ {Opacity[®.8], Hue[8.6]}]



Figura 54. Esfera en el Hipercilindro 5D.

1

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Al presentarlas las esferas juntas a la familia de curvas geur-

vu3 se tiene

Figura 55. Dos esferas en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Luego podemos generalizar

surd =
Partition[Flatten[Table[hipeCili5SD[{k1, u2, u3, k2}, 1], {k1, -Pi, Pi, Pi/4},
{k2,8,2,1/4}11, 31;



Lo graficamos

ParametricPlot3D[surd // Evaluate, {u2, -Pi /2, Pi /2}, {u3, -Pi, Pi},
PlotStyle - Opacity[@.4], Axes =+ False, Boxed » False]

Figura 56. Familia de esferas u,u, en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las familias de esferas estan en las Hiperesferas 4D, la

cuales a la vez estan en el Hipercilindro 5D.

5. Las superficies u,u, en el Hipercilindro 5D.

En este caso la familia esta determinada por
HipeCili5D[{k1, u2, k2, ud}, 1]

[Cos[k2] Sin[k1] Sin[u2], -Cos[k1] Cos k2] Sinf[u2], Cos[k2] Cos[u2], Sinlk2], ud}
Con la inmersion

hipeCili5D[{kl, u2, k2, ud}, 1]

ud  Sinfk2]
{ — .= .ces[k2] Sin[kl] Sinfu2],
L _“Ilz _Ulj
sin[k2] o w4 . . sinfk2]
_ Cos[kl] Cos[k?] Sin[u2], — Cos[k?] Cas[u?]

3 NF] J !



Ahora generamos la siguiente familia de superficies
surs =
Partition [Flatten[Table[hipeCiliSD[{kl, u2, k2, ud4}, 1], {k1, -P1/2,P1/2,Pi/4},
{k2,8, 2P1, PL/4}11, 313

Enseguida se obtiene la grafica

ParametricPlet3D[surS // Evaluate, {ul, -Pi, Pi}, {u4, @, 4], PlotStyle + Qpacity[@.4],
Axes - False, Boxed -+ False]

Figura 57. Familia de cilindros u,u, en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

6. Las superficies u u, en el Hipercilindro 5D.

La familia de estas superficies viene dada por
HipeCiliSD[{k1, k2, u3, ud}, 1]

[Cos[u3] Sin[k1] Sin[k2], -Cos[k1] Cos[u3] Sin[k2], Cos[k2] Cos[u3], Sin[u3], ud}
Con la inmersion

hipeCili5SD[{k1, k2, u3, ud}, 1]

[ ud . . Sin[ul]
i +Cos[u3] Sin[k1] S5in[k2] + - N
- '\,"2 '\I'3
Sin[u3] u4 Sin[u3] .
-Cos [k1] Cos[u3] Sin[k?] - ———, — + Cos[k?] Cos[ul] - —
\5 42 43 7

Generamos la familia de estas superficies

suré =
Partition([Flatten[Table[hipeCiliSD[{kl, k2, u3, ud4}, 1], {k1, -P1/2,Pi/2, Pi/4},
{k2,=P1/2,Pi/2, Pi/4}11, 31;



Luego la graficamos

ParametricPlot3D[sur6 // Evaluate, {u3, 8, 2Pi}, {ud, @, 4}, PlotStyle = Opacity[@.4],

Axes -+ False, Boxed - False]

Figura 58. Familia de cilindros u u, en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las Hipersuperficies 4D uuu, i,j,k=1,2,3,4enel
Hipercilindro 5D

Esta hipersuperficies dependen de tres parametros, segin

esto tenemos tres familias de hipersuperficies,

{wuu,uuu,uuu,

1. Las hipersuperficies u,u,u, en el Hipercilindro 5D.

La familia de Hipersuperficies viene dada por la siguiente

ecuacion
HipeCili5D[{ul, u2, u3, k}, 17
[Cos[u3] Sinf[ul] Sin[u2], -Cos[ul] Cos[u3] Sin[u2], Cos[u2] Cos[u3], Sin[u3], k!
Con la inmersion

hipeCili5D[{ul, u2, u3, k}, 1]

r k . . Sin[u3]
1 — +Cos[ud] 3inful] 5in[ud] + — ,
2 V3
. Sinfu3] k Sin[u3] 1
=Cos [ul] Cos[w3] Sinfu2] - ———, —— +Cos[u2] Cos[u3] - —1
V3 V2 V3



Generamos la siguiente lista

hipesurl = Table [hipeCili5D[{ul, u2, u3, k}, 1], {k, 9, 4, 1/ 2}]

De esa lista escogemos la que esta ubicada en la quinta po-

sicion.
hipesurl[5]
(= . . 5in[u3]
i 42 +Cos[u3] Sin[ul] Sinfu2] +
pu
L \I.%
. Sin[u3] — Sin[u3] -
Cos|ul] Cos|u3d| Sinfu] ; , W +Cos|ud] Cos|ud| . 1
43 W3

Esta depende de tres parametros, entonces es una hipersu-
perficie 4D

Luego generamos la siguiente familia

thipesurl5 = Table[hipesurl[5], {ul, -Pi /2, Pi/2, Pi/16}];

Luego la graficamos mediante

gthipesurlS = ParametricPlot3D[thipesurls, {u2, -Pi/2, Pi/ 2}, {u3, 8, 2Pi},
PlotStyle —» {Hue[@.557, Opacity[@.47111

Figura 59. Una Hiperesfera 4D que esta dentro del Hipercilindro 5D.

2 “0

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Luego la mostramos junto a geurvu3

Show [gcurvu3, gthipesurlh]



Figura 60. La Hiperesfera 4D junto con gcurvu3 en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

2. Las hipersuperficies u,u,u, en el Hipercilindro 5D.

En este caso las hipersuperficies estan determinadas por la

siguiente ecuacion.
HipeCili5D[{ul, u2, k, ud}, 1]
{Cos[k] Sin[ul] Sin[u2], -Cos[k] Cos[ul] Sin[u2], Cos[k] Cos[u2], 5in[k], ud}
Mediante la inmersion
hipeCili5D[{ul, u2, k, ud}, 1]

[ ud Sin[k]
—— +Cos [k] Sin[ul] Sin[u2],
V3

Sin[K] i ud Sin[k] 4
- -Los k] Cos|ul] Sin|u2], — +Cos|k] Cos [u2] - '

el V2 3

Generamos la siguiente lista
hipesur2 = Table[hipeCili5D[ {ul, u2, k, ud}, 1], {k, @, 2Pi, Pi/4}];
Ahora como estas ecuaciones dependen de tres parametros,

vamos a escoger la quinta Con esta ecuacion generamos la si-

guiente familia
hipesur2[5]

thipesur25 = Table[hipesur2[5], {ul, -Pi /2, Pi/2, Pi/16}];



Luego lo graficamos

thipesur25 = Table [hipesur2[5], {ul, -Pi/2, Pi/2, Pi/16}];

Figura 61. Un cilindro 4D que esta dentro del Hipercilindro 5D.

)

4

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Luego la mostramos junto a geurvu3

Figura 62. La Hiperesfera 4D junto con gcurvu4 en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez(2024).

3. Las hipersuperficies u,u,u, en el Hipercilindro 5D.
La ecuacion que determinas estas hipersuperficies son

HipeCili5D[{k, u2, u3, ud}, 1]

[Cos[u3] Sin[k] Sin[u2], -Cos[k] Cos[u3] Sin[u2], Cos[u2] Cos[u3], Sin[u3],

udl



Aplicando la inmersion

hipeCiliSD[{k, u2, u3, u4}, 1]

ud Sin[u3]
'I[ — +Cos[ul] Sin[k] Sinu?] + —
W2 W3
o Sinfu3] ud Sinfu3) 1
-Cos [k] Cos [ud] Sin[u?] - —, —(— +Cos [u?] Cos [u3] - — |
Y3 V2 Y3

Generamos la siguiente lista

hipesur3 = Table [hipeCili5D[ {k, u2, u3, ud}, 11, {k, -Pi/2, Pi/2, Pi/8}];

Ahora como estas ecuaciones dependen de tres parametros,

vamos a escoger la quinta

hipesur3[5]

[l Sinfu3] Sinfu3] ud Sinfu3] -

= . , —Cos[u3] Sinf[u2] - . 3 — Cos [u2] Cos[u3] - 1
W2 V3 V3 42 E;

Luego generamos la siguiente familia

thipesur35s = Table[hipesur3[5], {u2, -Pi/2, Pi/2, Pi/16}];

Luego lo graficamos

gthipesur35 = ParametricPlot3D[thipesur35, {u3, @, 2Pi}, {u4, @8, 4},
PlotStyle = {Hue[©.55], Opacity[©.47}1



DEL PLANO CARTESIANO AL HIPERESPACIO

Figura 63. Un hipercilindro 4D que esta dentro del Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Show[gcurvud, gthipesur35]

Figura 64. Otro hipercilindro 4D junto con gcurvu4 en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

El Hiperparaboloide en 5D

Teorema 9

La ecuacion del Hiperparaboloide 5D viene dado por

HParaboloide4D[{ul, u2, u3}] = {udSin[ul]Sin[u2], —u3Cos[u2]
Sin[ul], u3Cos[ul], u3?

y en cartesianas



Xs = Xf+ x5+ x5+ x2

Para encontrar la ecuacion del Hiperparaboloide 5D usare-
mos la definicion de la rotacion respecto al hiperplano generado

por los ejes x,, x, y x,

HipeParab5D([{ul_, u2_, u3_, ud_}] i=
Rotx3x4x5 [ul]. (Prepend [HParaboloidedD[{u2, u3, ud}], 0]}

Ahora bien, si tenemos en cuenta la definicion del Hiperpa-
raboloide 4D dada en la seccion 2.2.6 definimos el Hiperparaboloi-
de 5D mediante

Ahora veamos la ecuacion en forma explicita

HipeParab5D[{ul, u2, u3, ud}]
[u45in[ul] Sin[u2] $in[u3],

ud Cos[ul] Sin[u2] Sin[u3], -ud Cos[u3] Sin[u2], udCos[u2], ud?]

Por otra parte, se tiene de la ecuacion obtenida

HipeParabSD| {u2 + Pi /2, ul, u3, ud} 1] +
HipeParabSD[{u2 + Pi /2, ul, u3, ud}] 2]+
HipeParab5SD[{u2 +Pi /2, ul, u3, u4310301% +
HipeParahSD[{u2 + Pi /2, ul, u3, ud}][4]° // Simplify
ud?
En consecuencia, se tiene que en coordenadas cartesianas la

ecuacion el Hiperparaboloide 5D es
X% +x3 + x5+ x2 = x5
Si aplicamos la inmersion

hipeParab5D[{ul , u2 , u3 , u4 }] +=y[HipeParabsD[{ul, u2, u3, ud}]l]

Luego calculamos explicitamente la ecuacion que nos permi-

tira explora al Hiperparaboloide en la quinta dimension.



Aplicando la inmersion tenemos

hipeParab5D[{ul_, u2 , u3 , u4_}] :=y[HipeParab5D[ {ul, u2, u3, ud}]]

hipeParab5D[ {ul, u2, u3, ud}]

v udSinful] Sinfu2] Sin[u3],

fudz ud Cos [ud]
' ' 7 =
W7 )

ud Cos [u2] . . udl A Cos[u2] . N

- +ud Cos[ul] Sin[u2] Sinfu3], - ud Cos [u3] Sinf[u2] |

NE! 2 Y3 !

Lascurvasu, i =1, 2, 3, 4 paramétricas en el Hiperpa-
raboloide 5D

En esta seccion veremos las curvas paramétricas basicas que
estan en forma natural en un Hiperparaboloide 5D, dado que son
cuatro parametros involucrados en la definicion del Hiperpara-
boloide 5D, entonces hay cuatro familias de curvas paramétricas

que definen la estructura del Hiperparaboloide.
1. Lascurvas u, — paramétricas.

En este caso se construye una lista dando valores a los para-
metros de tal manera que las ecuaciones dependan solamente del
parametro u,.

curvul =
Unien [
Partition[Flatten[Table [hipeParabSD[{ul, u2, u3, ud}], {u2, -Pi/2,Pi/2,Pi/8},
fu3, @, 2Pi, Pi/ 8}, {ud,B8,4,1/4}11, 311;

Esta lista es muy extensa, de tal modo que no se presentara,
sin embargpo, si mostramos el grafico correspondiente

geurvul = ParametricPlot3D[curvul // Evaluate, {ul, -Pi/2, Pi/2}, Boxed = False,
Axes = False, PlotStyle -+ Thickness[©.000001]]



Figura 85. Los paralelos involucrados en un Hiperparaboloide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Los paralelos en realidad pertenecen a esferas que estan ra-

dicando en el Hipercilindro 5D
2. Lascurvasu,— paramétricas.

En este caso se construye una lista dando valores a los para-
metros de tal manera que las ecuaciones dependan solamente del

parametro u,.

curvu =
Union[
Partition[Flatten[Table[hipeParabSD[{ul, u2, u3, uvd}], {ul, ®, 2Pi, Pi/6}_
fud, -Pi/2,Pi/2,Pi/6}, {ud, 0, 4,1/4111, 311;

No se muestra la lista por lo extensa que es, pero mostramos

la grafica de los objetos geométricos involucrados mediante

geurvu? = ParametricPlot3D[curvu? // Evaluate, {u2, -Pi, Pi}, Boxed -+ False_
Axes - False, PlotStyle -+ Thickness[©.080001]]



Figura 66. Meridianos en cada Hiperesfera 4D que habitan en un Hipercilin-
dro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Podemos hablar de polos sub locales, que estan en cada una

de las circunferencias observadas.
3. Lascurvas u, — paramétricas.

En este caso se construye una lista dando valores a los para-
metros de tal manera que las ecuaciones dependan solamente del
parametro u,.

curvul =
Union[
Partition[Flatten[Table[hipeParabSD[{ul, u2, u3, ud}], {ul, ®, 2Pi, Pi/ 6},
{u2, -Pi, Pi, Pi/6}, {u4, @, 4, 1/4}11, 3113

Tampoco se muestra la lista, pero si la figura correspondien-
te a los objetos geométricos involucrados

gcurvu3 = ParametricPlot3D[curvu3 // Evaluate, {u3, -Pi /2, Pi/2},
Boxed » False, Axes » False, PlotStyle » Thickness[@.800001] ]



04 CAPITULO -

Figura 67. Meridianos es esferas 3D que habitan en un Hiperparaboloide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

4. Lascurvasu, — paramétricas.

Andalogamente se construye una lista dando valores a los pa-
rametros de tal manera que las ecuaciones dependan solamente
del parametro u,.

curvud =
Union [
Partition[Flatten[Table[hipeParabSD[{ul, u2, u3, u4}], {ul, @, 2P1i, P1/6}.
{u2, -Pi,Pi, Pi/6}, {u3, -Pi/2,Pi/2,PLi/6111,311;

No se muestra la lista, pero si la figura correspondiente a los
objetos geométricos involucrados

gcurvud = ParametricPlot3D[curvud // Evaluate, {u4, @, 4}, Boxed -» False.
Axes - False, PlotStyle » Thickness[@.0080001]]
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Figura 68. Parabolas en un Paraboloides 4D que habitan en un Hiperparabo-
loide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

5. Otras curvas en el Hiperparaboloide 5D

En este caso tomaremos la decision de que u, = 40t , u, = tlos
otros dos parametros tomaran valores especificos, como se mues-
tra en el siguiente codigo.

curvaCl = HipeParab5D[ {40 t, t, u3, ud}]

{—u4 Sin[L] Sin[48 L] Sin[u3],

ud Cos [A® t ] Sin[t] Sin[u3], -udCos|u3] Sin|t], udCos [t], uf12]r

A esta le aplicamos la inmersion.

hipeParab5D[ {40 t, t, u3, ud}]

{uﬂ2 ud Cos [t]
o0t e
V2 V3

ud Cos[t] . . ud?  udCos|[t] . 1
-——— +udlos (4Bt ] Sin([t]| 5in[u3|, — - ———— - udlos [u3] 51r||_t]]

V3 V2 V3

<ud Sin[t] Sin[4@8t] Sinful],

Generamos la lista

01 -
Union [
Partition[Flatten[Table[hipeParab5SD[{ul, u2, u3, ud}], {u3, -Pi /2, Pi/2,Pi/ 4},
{ud, ®,4,1/4}11, 311 /. {ul-+28t, uZ > t};
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Ahora veremos la grafica mediante
gtCl = ParametricPlot3D [tC1 // Evaluate, {t, @, Pi}, Boxed - False;
Axes - False, PlotStyle - Thickness[©.0881]]

Figura 69. Hélices esféricas dentro de esferas 3D que habitan en un Hiperci-
lindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

En este caso tomaremos la decision de que u, = t, u,=40t, los

otros dos parametros tomaran valores especificos, como se mues-

tra en el siguiente codigo.
CurvaC2 = HipeParab5D[ {t, 4@ t, u3, ud}]

{-u4sin[t] Sin[48 t] Sin[u3],

ud Cos[t] Sin[40t] Sin[u3], udCos[u3] Sin[40t], udCos[40t], ud?!

Le aplicamos la inmersion
hipeParab5D[{t, 4@ t, u3, ud}]

ua?  udcCos[40t] . i i
— 4 —————— —ud Sin[t] S1n[48 t] Sin(u3],
W2 3
ud Cos[40 1]
sudCos[t] Sin[d@ t] Sinfuld],

A3

ud®  udCos (48 t]
ud CosTul] Sin (40 t]].
2 e}

Generamos la lista

t€2 =

Union [
Partition[Flatten[Table[hipeParabSD[{t, 48t, u3, ud}], {u3, -P1 /2, P1i /2, Pi /4],

{ud, 8, 4,1/2111, 3113



DEL PLANO CARTESIANO AL HIPERESPACIO

El grafico lo obtenemos mediante

gtC2 = ParametricPlot3D [tC2 // Evaluate, {t, -Pi/2, Pi/ 2}, Boxed —+ Falcze,
Axes - False, PlotStyle = Thickness[©.80011]

Figura 70. Meridianos dentro de esferas 3D que habitan en un Hipercilindro
5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

CurvaC3 = HipeParabsD[ {t, t, u3, ud}]

Con la inmersion

{—udSin[t]?Sin[u?.], ud Cos[t] Sin[t] Sin[u3], -ud Cos[u3] Sin[t], udCos[t], ua.j}
hipeParab5D[ {t, t, u3, ud}]

{E ‘ ud Cos [t]

Wz 3

ud Cost] . . u4®  udcCos[t] A 1
+uwdCos[t] Sin[t] Sin[u3d], ud Cos[ul] Sln[f]l

A2 2 3

tud Sin[t]? Sin[u3],

Se genera la lista

3=
Union[
Partition[Flatten [Table [hipeParabSD[ {ul, u2, u3, ud}], {u3, -Pi /2, Pi/2, Pi/B},
{ud, 8,4,1/4}411, 311 /- {ul=+ %, u2 -+ t};

Luego lo graficamos

gtC3 = ParametricPlot3D[tC3 // Evaluate, {t, -Pi, Pi}, Boxed =+ False, Axes - False,
PlotStyle = Thickness[©.8681]1]
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Figura 71. Grafico de la familia de CurvaC3.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

CurvaC4 = HipeParab5D[{Pi /3, 4t, t, Pi/41]

1 1 1 1 it
{—— wf3 ASin[L] Sin[A L], — aSin[L] Sin[ALl], - — aCos[L] Sin[AL], — s Cos[4AL], —]-
i i 4 4 16

Aplicando la inmersion

hipeParab5D[{Pi /3,4, t,Pi/4}]

+———— - — /3 mSin[t] Sin[4t],
16 /2 443 8
mCos[4t] 1 . . 7 mCos[4t] 1 . 1
- +—Sin[l] Sin[4 1], -————— - —snCos[L] Sin[4 L]]
4

443 8 16 42 443
ParametricPlot3D[hipeParab5D[ {2, 4 £, t, 211, {t, -Pi, Pi}, PlotStyle = Hue[@.75]]

[ w mCos[4t] 1

Figura 72. Grafico de la CurvaCa.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



Ahora consideramos u,=3t y u,=5t, los otros valores son cons-

tantes
CurvaC5 = HipeParab5D[{Pi /3, 3t,5t, PL/4}]

{Cos[t] 5in[2] Sin[4t], -Cos[2] Cos[t] Sin[4t], Cos[t] Cos[4t], Sin[t], 2}

hipeParab5D[{Pi /3, 3t, 5%, Pi/4}]

( ™ mCos[3t] 1 . .
1 — + _ +  4/3mSin[3t] Sin[51t],
16 42 143 ]
mCos[3t] 1 | . ™ mcos[3t] 1 . 1
-———— ¢ = mS8in[3t] Sin[5t], _—7_——77C05[5t251n[3t]|
1443 8 16 +/2 143 :

gCurvaC5 - ParametricPlot3D [hipeParab5D[{Pi/3, 3t, 5%, Pi/4}], {t, -Pi, Pi}.
PlotStyle + Hue [8.75]]

Figura 73. Grafico de la CurvaCeé.
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Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

CurvaCé = HipeParab5D[{Pi /3, 4t, t, Pi/4}]
=

S 1 1 1 T
1= /3 m5in[t] Sin[41t], — 7 5in[t] Sin[4t], - — 7Cos[t] 5in[4t], — mCos[4%], —
-8 i 4 4 16

hipeParab5D[ {Pi /3, 4t, t, Pi/4}]



[ mlos(4t] 1 .
1 — + — +— /3 nSin[L] Sin[4A L],
16 +/2 443 8
2 mCos[At] 1
-———— - —nCos[t] ‘hnldl’]
443 4

mCos[4t] 1
+—mSin[t] Sin[4t],
8 16 42

443
gCurvaCé - ParametricPlot3D[hipeParab5D[{Pi/3, 4t, t,Pi/4}], {t, -Pi, Pi}

PlotStyle -+ Hue[@.75]]
Figura 74. Grafico de la CurvaC6é
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Nota: Jiménez Vilcherrez(2024)

Las Superficies u u ,i,j=1,2,3,4 paramétricas en el Hi-

perparaboloide 5D

En este contexto hay seis familias de superficies las cuales
vienen determinadas por el apareamiento de los parametros in-
volucrados en la definicion de la Hiperparaboloide 5D.

{ul 2’ 1 3'u1u4’u2u3' 2 4-’ }
1. Las superficies u,u, en el Hiperparaboloide 5D
En este caso se varian los parametros u, y u,, de tal manera

que las ecuaciones que quedan estén en funcion de los parame-

trosu, yu,
HipeParab5D[ {ul, u2, k1, k2}]



{kz Sin[kl] Sin[ul] Sin[u2],
k2 Cos[ul] Sin[k1] Sin[u2], -k? Cos[k1] Sin[u?], k? Cos[u?], k?’g

Con la inmersion

hipeParab5D[ {ul, u2, k1, k2}]

k2? k2 Cos[u2) . . .
{— —————— + k25in[kl] Sinful] Sin[u2],

N NS
k2 Cos [u2] k2 k2Cos [u2] . 1
- — - ————— -k2Cos [kl] Sin[u2]

+k2 Cos[ul] S5in[kl] Sin[u2], 1

W3
Luego generamos la lista

surls=
Partition[Flatten[Table[hipeParabSD[ {ul, u2, k1, k2}], {k1, -P4d/2, Pi/2, P1/16},
{k2,0,4,1/2111,31;
Ahora la grafica

gsurl - ParametricPlot3D[surl // Evaluate, {ul, -Pi /2, Pi/2}, {u2, -Pi, Pi}.
PlotS5tyle + Opacity[©.4], Axes + False, Boxed »+ False]

Figura 75. Hiperesferas 4D en el Hiperparaboloide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las hiperesferas se encuentran apinadas, y la cantidad es

infinita.
2. Las superficies u,u, en el Hiperparaboloide 5D.

En este caso se varian los parametros u, y u,, de tal manera
que las ecuaciones que quedan estén en funcion de los parame-

trosu, y u,



HipeParab5D[ {ul, k1, u3, k2}]

[-k2Sin[k1] Sin[ul] Sin[u3],

k2 Cos [ul] Sin[k1] Sin[u3], -k2 Cos[u3] Sin[kl], k2 Cos[k1], kZZ}
Con la inmersion

hipeParab5D[ {ul, k1, u3, k2}]
{k22 k2 Cos (k1]

— -k25in[kl] Sin[ul] Sin[u3],
V2 V3
k2 Cos [k1] ) . k2?  k2Cos|kl] ) 1
-————— +k2Cos|ul] Sin|kl] Sin[u3|, — - ———— - k2 Los [u3] Sln[kljj
\E) V2 e

Luego generamos la lista

sur -
Partition[Flatten[Table[hipeParabSD[{ul, k1, u3, k2}], {k1, -Pi, Pi, Pi/ 4}
{k2,@,4,1/4}11, 313

Ahora la grafica

ParametricPlot3D[sur2 // Evaluate, {ul, -Pi/2, Pi/2}, {u3, -Pi/2,Pi/2}.
PlotStyle - Opacity[@.4], Axes - False, Boxed - False]

Figura 76. Esferas en Hiperparaboloide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las esferas se encuentran apinadas, y la cantidad es infinita,

logicamente aca se muestran algunas.



3. Las superficies u u, en el Hiperparaboloide 5D.

En este caso se varian los parametros u, y u,, de tal manera
que las ecuaciones que quedan estén en funcion de los parame-
trosu,yu,

HipeParab5D[ {ul, k1, k2, ud}]

[-uasin[ki] Sin[k2] Sin[ul],

ud Cos[ul] Sin[k1] Sin[k2], -u4d Cos[k2] Sin[k1], ud Cos[kl], u42],
Con la inmersion se tiene
hipeParab5D[ {ul, k1, k2, ud}]

qu’ ud Cos [k1] i . 3
= p—————— —udsSin[kl] Sin[k2] Sin[ul],
V2 V3
ud Cos [kl] u4a?®  udcCos[kl] 1
+ud Cosful] Sin[kl] Sin[k2], ud Cos [k2] S"in[k1‘_l
43 W2 3

Luego generamos la lista

sur3 -
Partition[Flatten|[Table[hipeParab5D|[ {ul, k1, k2, ud}], {kl, -Pi, P1, P1/ 4}.
{kZ,0, 4,1/4}11, 313

Ahora la grafica

gsur3 - ParametricPlot3D[sur3 // Evaluate, {ul, -Pi /2, Pi/ 2}, {ud, 8, 4}.
PlotS5tyle —+ Opacity[©.4], Axes + False, Boxed = False]

A continuacion, la figura con el software

Figura 77. Paraboloide 3D en el Hiperparaboloide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



Los paraboloides estan apiniados, y la cantidad es infinita,

légicamente aca se muestran algunos.
4. Las superficies u,u, en el Hiperparaboloide 5D.

En este caso la familia esta determinada por
HipeParab5D[ {kl, u2, u3, k2}]

[~k2Sin[k1] Sin[u2] Sin[u3],
k2 Cos[k1] Sin[u2] Sin[u3], -k2 Cos[u3] Sin[u2], k2 Cos[u2], k22]|

Con la inmersion
hipeParab5D[ {kl, u2, u3, k2}]

k2?2 k2 Cos[uZ) . . .
[— + ————— -k2Sin[k1] Sin[u2] Sin[u3],

L \IE \."i

k2 Cos [u2] k2* k2 Cos[u2]

— +k? Cas[k1] Sin[u?] Sin[ul], — - ————— - k? Cos [ul] .‘;in[u?:}
V3 V2 V3

surd -
Partition[Flatten[Table[hipeCiliSD[{k1, u2, u3, k2}, 11, {k1, -Pi, Pi, Pi /&}.
{k2,@,2,1/4}11, 31;

Lo graficamos

Figura 78. Esferas3D en Hiperesferas 4D en Hiperparaboloide 5D.

L]

o

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



5. Las superficies u,u, en el Hipercilindro 5D.

En este caso la familia estd determinada por

HipeParab5D[ {kl, u2, k2, ud}]
{-uasin[k1] Sin[k2] Sin[u2],
ud Cos [k1] Sin[k2] Sin[u2], -ud Cos[k2] Sin[u2], ud Cos[u2], udz}

Con la inmersion

HipeParab5D[ {kl, u2, k2, ud}]
Iuaz ud Cos [u2]
Lz ME!

ud Cos [ul] ) ) ud ud Cos [u | . 1
-———— +ud Los[kl] Sin[k2] Sin[u2], — - ————— - ud Cos [k2] Sin[u2] 1
V3 V2 V3

Ahora generamos la siguiente familia de superficies

surS =
Partition [Flatten[Table[hipeParabSD[ {k1, u2, k2, ud}], {k1, -Pi /2, Pi/2, Pi/4},
{k2,08,2Pi, P1/4}11, 313

- udSin[kl] Sin[k2] Sinfu2],

2

Enseguida se obtiene la grafica

ParametricPlot3D[sur5 // Evaluate, {u2, &, Pi}, {ud, 8, 4}, PlotStyle » Opacity[8.4],
Awes » False, Baxad » Falsa]

Figura 79. Familia de paraboloides u,u, en el Hiperparaboloide 50.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

6. Las superficies u,u, en el Hiperparaboloide 5D.
La familia de estas superficies viene dada por

HipeParab5D[ {kl, k2, u3, uéd}]



[-uasin(k1] Sin[k2] Sin[u3],
ud Cos [k1] Sin[k2] Sin[u3], -u4 Cos[u3] Sin[k2], ud Cos[k2], u42]|

Con la inmersion

hipeParab5D[ {kl, k2, u3, ud}]

Iua’ ud Cos [k2] . . .
= r=— -ud§in[k1] Sin[k2] Sin[u3],

Lz 3

ud Cos [k2] ud’  udCos[k?] 1

-——— +ud Cos[k1] Sin[k?] Sin[u3], — - ——— -udCos[ui] .‘iin[k'}:J
\E: 2 V3

Generamos la familia de estas superficies

surf =
Partition[Flatten[Table[hipeParabSD[{k1, k2, u3, ud}], {k1, -Pi /2, Pi/2, Pi/4},
{k2,-Pi/2,Pi/2, Pi/4}11,31;

Luego la graficamos

gsurb = ParametricPlot3D[suré // Evaluate, {u3, -Pi /2, Pi/2}, {ud, @, 4},
Plot5tyle —» Opacity[@.4], Axes » False, Boxed - False, PlotRange = All]

Figura 80. Familia de cilindros u,u, en el Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Las Hipersuperficies 4D uiu].uk,i,j,k=1,2,3,4 en el Hi-
percilindro SD

Esta hipersuperficies dependen de tres parametros, segtin

esto tenemos tres familias de hipersuperficies 4D dentro del Hi-



perparaboloide 5D. Las cuales dependen de los siguientes parame-

tros

{u1u2u3,u1u2u LU UU 4}.

Ahora comenzamos con las primeras

1. Las hipersuperficies u,u,u, en el Hipercilindro 5D.

La familia de Hipersuperficies 4D viene dada por la siguiente

ecuacion

HipeParab5D[ {ul, u2, u3, k}]

[ ksin[ul] sin[u2] sin(u3],
kCos[ul] Sin[u2] Sin[u3], -kCos[u3] Sin(u2], kCos uz], k*}

Con la inmersion

hipeParab5D[ {ul, u2, u3, k}]

K kCos(u2] . . .
— + ——— - k5in[ul] 5in[u2] Sin[u3],
\'2 \‘-3
kCos|u2| . . k2 kCos|u2 . 1
- —— +kCosjul| Sinju2| Sin[u3|, — - — -k Cos|u3| Sin uzj
V3 2 NE] J

Generamos la siguiente lista

hipePsurl = Table[hipeParab5D[ {ul, u2, u3, k}], {k,©, 4, 1/4}1;

De esa lista escogemos la que esta ubicada en la décima po-
sicion.

hipePsurl[1e]



+

81 3
{15 J1 4

9
/3 Cosu2] - ESin[ul] Sin[u2] Sin[u3].

3 - 9
"2 \/3 Cosu2] + . Cos[ul] Sinfu2] Sinfu3],

81

3
7 4

= 9 i '|
43 Cos[u2] - — Cos[u3] S5anfu2] i
16 42 4

Luego generamos la siguiente familia de superficies

thipePsurll® = Table [hipePsurl[10], {ul, -Pi/2, Pi/ 2, P1/16}1;
Luego la graficamos

gthipePsur110 = ParametricPlot3D[thipePsur110, {u2, -Pi/2, Pi/2}.
{u3, @, 2P1i}, PlotStyle » {Hue[@.25], Opacity[@.4]}]

Figura 81. Una Hiperesfera 4D que esta dentro del Hiperparaboloide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

A continuacion, escogemos la que esta ubicada en la décima

22877 5 15
SeXta{ — + — /3 Cos[u2] - " Sin[ul] Sinju2] Sinfu3],
16 42

5 - 15
-~ 3 cos[u2| + — Cos|ul] Sin[u2] Sin[u3],
4 4

225 5
162 4

~ 15 .
V3 Cosuz] - - Cos[u3] Sin(uz] :



Luego generamos la siguiente familia de superficies
thipePsurll6 = Table [hipePsurl[16], {ul, -Pi/2, Pi/ 2, Pi/16}];

Luego la graficamos

gthipePsurllé - ParametricPlot3D[thipePsurlle, {u2, -Pi, Pi},
{u3, @, 2Pi}, PlotStyle » {Hue[©.55], Opacity[©.4]}]

Figura 82. Otra Hiperesfera 4D que esta dentro del Hiperparaboloide 5D.

& 8 w1z u

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

A continuacién, mostramos las Hiperesfera dentro de Hiper-
cilindro 5D

Show[gcurvu3, gthipePsurll®, gthipePsurllé, PlotRange - All]

Figura 83. Las dos Hiperesferas 4D que esta dentro del Hiperparaboloide 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



2. Las hipersuperficies u, u,u, en el Hiperparaboloide 5D.

En este caso las hipersuperficies estan determinadas por la

siguiente ecuacion.

HipeParab5D[ {ul, u2, k, u4d}]
-:-—ud-Sin[k] Sin[ul] Sin[u2],
ud Cos[ul] Sin[k] Sin[u2], -udCos[k] Sin[u2], udCos [u2], ud-z_:

Mediante la inmersion
hipeParab5D[ {ul, u2, k, u4}]

-u4?  udCos|u?|
il

! -u4sin(k) Sin(ul] sinju2|,

Lz 3
ud Cos [u2] . .
-————— +ud4Cos[ul] 5in[k] Sin[u2],
E)
u4’®  u4Cos[u2] . 1
— = —————— - u4Cos [k] Sin[u2] i
2 NE I

Generamos la siguiente lista

hipePsur2 = Table[hipeParab5D[ {ul, u2, k, ud4}1, {k, 8, 2Pi, Pi/4}1;

Ahora como estas ecuaciones dependen de tres parametros,

vamos a escoger la cuarta

hipePsur2[4]

IU42 udCosfu2] udsSinjul] Sinju2]

+ - — E

l' ‘\.'IE '\,-‘g '\"2
ud Cos[u2] udCos[ul] Sin[u2] wu4’ udCos[u2] udSin[u2] 1
— +
2

A2 \3 2

. ,
NG 1

Con esta ecuacion generamos la siguiente familia

thipePsur24 = Table[hipePsur2 4], {ul, -Pi/2,Pi/2, Pi/8}];

Luego lo graficamos



gthipePsur24 - ParametricPlot3D[thipePsur24, {u2, -Pi, Pi},
{u4, @, 4}, PlotStyle » {Hue[®.55], Opacity[@.4]}, PlotRange - A1l"

Figura 84. Un Hiperparaboloide 4D que esta dentro del Hipercilindro 5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Luego la mostramos junto a geurvu3

Figura 85. El Hiperparaboloide 4D junto con gcurvu4 en el Hiperparaboloide
5D.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).



3. Las hipersuperficies u,u u, en el Hipercilindro 5D.

La ecuacion que determinas estas hipersuperficies son

HipeParab5D[ {k, u2, u3, ud}]

-[—u4 Sin[k] Sin[u2] 5in[u3],
U4 Cos[k| sin[u2] sin[u3|, -udCos[u3| Sin(u2|, udCos|u2], ud’|

Aplicando la inmersion

hipeParab5D[ {k, u2, u3, ud}]

-u4Sin[k] Sin[u2] Sin[u3].

| u4?  u4Cos[u2]
hati it hlal
| \.-"E

L \..-3
u4 Cos [u2) . .
-—————— +udCos[k] Sin[u2] Sin[u3],
A3
ud?  u4Cos[u2] . P
—— - ————— - udCos[u3] Sin[u2] J»
N2 43

Generamos la siguiente lista

hipesur3 = Table [hipeParab5D[ {k, u2, u3, ud4}], {k, -Pis2, Pis 2, Pi/8}1;

Ahora como estas ecuaciones dependen de tres parametros,

vamos a escoger la quinta

fu4?  udcos[uz] u4 Cos [u2] . .
- rud S51nfu2] Sin[u3].,

LE A3 ’ 3
ud’ udCos[u2] . 1
— — u4 Cos[u3] sinfu2] |
V2 V3 :
hipesur3[5]

Luego generamos la siguiente familia

thipesur35 = Table [hipesur3[5], {u2, -Pi /2, Pi/ 2, Pi/16}];



DEL PLANO CARTESIANO AL HIPERESPACIO

Luego lo graficamos

gthipesur35 = ParametricPlot3D[thipesur35, {u3, @, 2Pi}, {u4, 9, 4}.
Plot5tyle - {Hue[@.55], Opacity[@.41}]

Figura 86. Un Hiperparaboloide 4D que esta dentro del Hiperparaboloide 5D.
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Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).

Ademas, lo mostramos dentro del Hiperparaboloide 5D

Show[gcurvud, gthipesur35s]

Figura 87. Un Hiperparaboloide 4D que esta dentro del gcurvu4.

Nota: Jiménez Vilcherrez (2024).
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Capitulo

Reflexiones finales sobre la visualizacion
de hipersuperficies en espacios de alta
dimension




El recorrido realizado a lo largo de esta investigacion ha
permitido avanzar significativamente en la comprension y repre-
sentacion de objetos geométricos inmersos en espacios de dimen-
sionalidad superior, particularmente en la cuartay quinta dimen-
siones. Uno de los logros mas relevantes ha sido la construccion de
nuevas inmersiones que posibilitan la visualizacion grafica de hi-
persuperficies en estos espacios, superando las limitaciones de los
modelos previos y ofreciendo representaciones mas clarasy deta-
lladas de estructuras que, por su naturaleza abstracta, resultan
inaccesibles a la percepcion sensorial directa. Estas inmersiones,
basadas en proyeccioneslineales cuidadosamente disenadas, per-
miten trasladar la informacion geométrica contenida en espacios
de alta dimension al espacio tridimensional, facilitando asi su
observacion y analisis mediante herramientas computacionales
estandar. La mejora introducida respecto a modelos anteriores,
como el utilizado por Escobar (2023), radica en una optimizacion
de los vectores directores que reduce las distorsiones visuales y
permite una apreciacion mas fiel de las propiedades estructura-
les de los objetos estudiados, lo que constituye un avance signifi-

cativo en el campo de la visualizacion geométrica computacional.

En el ambito de los objetos tetradimensionales, se logré ca-
racterizar exhaustivamente las curvas paramétricas que definen
el esqueleto del hipercilindro y el hiperparaboloide en 4D, identi-
ficando las familias de curvas u;, uz y us que constituyen los ele-
mentos estructurales fundamentales de estas hipersuperficies.
Esta caracterizacion, que incluye el estudio de las propiedades
de planaridad de las curvas y la identificacion de sus puntos sin-
gulares, proporciona una descripcion completa de la geometria
de estos objetos desde una perspectiva unidimensional, comple-

mentando el analisis algebraico con una interpretacion geomé-



trica que facilita la comprension de su estructura. Asimismo, se
generaron superficies basicas intrinsecas a los hipercilindros e
hiperparaboloides en 4D, que corresponden a las proyecciones bi-
dimensionales obtenidas al fijar ciertos parametros y variar otros
dos, lo que permite visualizar la estructura del objeto desde una
perspectiva bidimensional y comprender como las diferentes fa-

milias de superficies se articulan para formar el objeto completo.

La extension del estudio a la quinta dimension ha repre-
sentado un desafio adicional que ha sido superado mediante la
generalizacion de las técnicas desarrolladas para el caso tetra-
dimensional. En el proceso de estudiar el hipercilindro y el hi-
perparaboloide en 5D, se identificaron y graficaron las curvas
paramétricas que describen la estructura esquelética de estas
hipersuperficies, revelando patrones de simetria y organizacion
que son analogos a los observados en dimensiones inferiores pero
con una complejidad afiadida que refleja el incremento en el na-
mero de grados de libertad. Estas curvas, que se obtienen al fijar
tres de los cuatro parametros y variar el restante, constituyen las
lineas coordenadas del objeto y proporcionan una ventana a su
estructura interna, permitiendo identificar las diferentes fami-
lias de curvas que lo componen y comprender como se relacionan
entre si para formar el objeto global. Ademas, se generaron las
curvas y superficies intrinsecas a los hipercilindros e hiperpa-
raboloides en 5D, completando asi la caracterizacion geométrica
de estos objetos y proporcionando un conjunto de visualizaciones

que permiten apreciar su complejidad y belleza.

Un resultado particularmente relevante ha sido la caracteri-
zacion de las hipersuperficies de 4D involucradasen los hipercilin-
dros e hiperparaboloides en 5D, lo que ha permitido comprender

como los objetos tetradimensionales se organizan y se relacionan



dentro de estructuras pentadimensionales mas amplias. Esta
caracterizacion revela que los hipercilindros e hiperparaboloi-
des en 5D pueden ser vistos como familias de hipersuperficies
tetradimensionales apiladas a lo largo de la quinta dimension,
cada una de las cuales conserva las propiedades geométricas de
los objetos en 4D pero esta desplazada o transformada de acuerdo
con la estructura global del objeto pentadimensional. Este descu-
brimiento tiene implicaciones importantes para la comprension
de la geometria de altas dimensiones, ya que sugiere que muchos
objetos en dimensiones superiores pueden ser entendidos como
extensiones naturales de objetos en dimensiones inferiores, or-
ganizados de manera sistematica a lo largo de las dimensiones
adicionales. El uso del software Mathematica fue de importancia
fundamental para poder observar y describir los objetos geomé-
tricos vinculados dentro de cada hipersuperficie hipercilindrica
e hiperparabolica en 5D, ya que proporcion¢ las capacidades de
calculo simbdlico, manipulacion numérica y visualizacion grafica
que fueron necesarias para llevar a cabo esta investigacion, per-
mitiendo generar representaciones de alta resolucion y explorar

interactivamente las propiedades de los objetos estudiados.

Orientaciones para futuras exploraciones en visuali-
zacion multidimensional

A la luz de los resultados obtenidos y las lecciones aprendi-
das durante el desarrollo de esta investigacion, se ofrecen algu-
nas orientaciones para aquellos investigadores y estudiantes que
deseen continuar explorando el fascinante campo de la visuali-
zacion geométrica en espacios de alta dimension. En primer lu-

gar, se recomienda familiarizarse con las técnicas de inmersion



y proyeccion, con la finalidad de mejorar la presentacion de gra-
ficos para mas dimensiones, ya que el dominio de estas técnicas
es fundamental para poder representar adecuadamente objetos
en espacios de dimensionalidad superior y para interpretar co-
rrectamente las visualizaciones resultantes. La comprension de
los fundamentos matematicos de las inmersiones, incluyendo la
eleccion de vectores directores y la optimizacion de las proyeccio-
nes, permitira a los investigadores desarrollar sus propios mode-
los adaptados a las caracteristicas especificas de los objetos que
deseen estudiar, superando las limitaciones de los modelos gené-

ricos y obteniendo visualizaciones mas informativas y precisas.

Asimismo, se sugiere aplicar la estrategia desarrollada en
esta investigacion para hacer el estudio de los hiperelipsoides,
hiperboloides y otras familias de hipersuperficies en la cuarta y
quinta dimension, extendiendo asi el alcance de las técnicas de
visualizacion a una gama mas amplia de objetos geométricos. La
metodologia empleada, que combina la definicion paramétrica de
los objetos, la aplicacion de inmersiones lineales y la generacion
de curvas y superficies basicas, es suficientemente general como
para ser aplicada a cualquier objeto definido por ecuaciones pa-
rameétricas en espacios de alta dimension, siempre que se cuente
con las herramientas computacionales adecuadas para llevar a
cabo los calculos y las visualizaciones correspondientes. Se reco-
mienda también desarrollar otros tipos de hipersuperficies tanto
en la cuarta como la quinta dimension que no sean provenientes
de ecuaciones cuadraticas, explorando asi la riqueza de la geome-
tria de altas dimensiones mas alla de los objetos tradicionalmente
estudiados, lo que podria conducir al descubrimiento de nuevas
propiedades y relaciones que amplien nuestro conocimiento de

estos espacios abstractos.



Desde una perspectiva practica, se aconseja a los interesados
en esta linea de investigacion usar softwares libres como MAXI-
MA y OCTAVE para hacer las simulaciones y no incurrir en faltas
graves por uso de software sin licencias, aprovechando las venta-
jas que ofrecen estas herramientas de cddigo abierto en términos
de accesibilidad, transparencia y comunidad de usuarios. El uso
de software libre no solo garantiza el cumplimiento de las norma-
tivas legalesy éticas, sino que también facilita la reproducibilidad
de los resultados y la colaboracion entre investigadores de dife-
rentes instituciones, ya que el codigo fuente esta disponible para
su revision y modificacion por parte de la comunidad cientifica.
Finalmente, se recomienda usar una computadora con altas pres-
taciones en memoria RAM y tarjeta grafica, de tal modo que no
colapsen en el procesamiento y no se generen frustraciones inne-
cesarias, ya que la visualizacion de objetos en espacios de alta di-
mension puede requerir recursos computacionales significativos,
especialmente cuando se generan graficos de alta resolucion o se
realizan animaciones que requieren el procesamiento de grandes
cantidades de datos. La inversion en equipamiento adecuado es
fundamental para poder llevar a cabo este tipo de investigaciones
con eficiencia y calidad, permitiendo a los investigadores centrar-
se en los aspectos conceptuales y geométricos en lugar de verse

limitados por restricciones técnicas.
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